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1 Einleitung

,Geometrie ist sowohl die Kunst der Augen und Hinde als auch des
Geistes.“

J. Pederson

In dieser Arbeit mochte ich mich mit einem der &dltesten Teilgebiete der Geo-
metrie befassen, mit regelméfigen Polyedern. Die Wurzeln dieses Teilgebietes
gehen zuriick bis vor die Zeit um 500 vor Christus. Erstmalige umfangreichere
Arbeiten wurden wahrscheinlich erst um 400 vor Christus von dem Griechen
Platon von Athen (er hief} eigentlich Aristokles!) durchgefiihrt. Obwohl es si-
chere Indizien gibt, dafl auch er viele Ideen von anderen Autoren iibernommen
hatte, werden die fiinf regelmifigsten Polyeder ihm zugesprochen und zu sei-
nem Andenken die Platonischen Polyeder/Kérper genannt. Platon beschreibt
Polyeder ,,h6chster Perfektion und Harmonie“, die nur aus gleichen Flichen be-
stehen und die Flichen selber alle gleich lange Kanten und gleich grofle Winkel
haben (also selbst regelmiflig sind). Seine Arbeiten iiber diese Korper hatten
nicht nur einen groflen Einfluff auf die Geometrie im Speziellen und die Mathe-
matik im Allgemeinen, sondern auch auf die Philosophie (jedes der fiinf Polyeder
wurde mit einem Element — Wasser, Luft, Erde, Feuer und dem Geist, Himmel
oder Ether — identifiziert), die Astronomie (Keplers Modell des Universums),
die Astrologie und auf viele andere Wissensgebiete.[!> Kap- 2, 3]

Weitere Arbeiten zu regelmifigen Polyedern folgten um 250 vor Christus
von dem Griechen Archimedes von Syracus. Er beschreibt dreizehn Polyeder,
deren Flichen alle regelmiiflig aber nicht gleich sind. Auch diese Arbeiten iiber
die Archimedischen Polyeder hatten groflen Einflul auf viele Wissensgebiete,
wenn auch nicht so groflen wie die von Platon.

Richtig populir wurden sowohl die Platonischen als auch die Archimedischen
Polyeder allerdings erst im 15. und 16. Jahrhundert durch die Entwicklung des
perspektivischen Zeichnens. Zahlreiche Publikationen aus dieser Zeit von Wen-
zeln Jamnitzer!”, Albrecht Diirer®!, Johannes W. Kepler*?6 und anderen be-
weisen die Faszination dieser Zeitepoche an der Schonheit und Harmonie, an
der Symmetrie und Perfektion (und der Herausfordung des richtigen, perspek-
tivischen Zeichnens) dieser regelmifiigen Polyeder. Viele der Platonischen und
Archimedischen Polyeder finden sich auch wieder in Gemélden, Ornamentierun-
gen und als Skulpturen dieser Zeit.

Durch den vorliegenden Text werde ich versuchen, diese Faszination fiir re-
gelméBige Polyeder, wie sie damals in den Kopfen ganzer Generationen gesteckt
hat, im Leser zu wecken und einen Einblick in die Materie zu geben.

Ich werde die grundlegenden Ideen und Begriffe iiber die Platonischen Kérper
herausarbeiten, zeigen, wie viele es gibt und sie dann konstruieren. Anschlie-
end werde ich versuchen, Halbregelméfligkeit zu definieren, und als Polyeder



mit solcher Eigenschaft die Archimedischen Korper beschreiben. Hier werde ich
auch zuerst allgemeine Aussagen machen, dann die Anzahl der Mitglieder dieser
Familie von Polyedern bestimmen und sie anschlieend konstruieren. Zu guter
Letzt werde ich noch einige Bauanleitungen vorstellen.

Anbei habe ich Papiermodelle (Foto Seite 70) aller erwiihnten Polyeder her-
gestellt und werde vielerorts anhand dieser die Konstruktionen, Berechnungen
und Symmetrien erkldren. Sollten die Modelle wihrend des Lesens allerdings
nicht zur Hand sein, helfen sicher ein gutes rdumliches Vorstellungsvermdogen
und die Abbildungen innerhalb des Textes.

Und fiir alle, die der Faszination dieser ,perfekten“ Korper verfallen, kann
ich nur empfehlen, sich selber ein paar Modelle zu bauen, um sie im wahrsten
Sinne des Wortes besser zu begreifen. Eine Warnung sollte ich aber auch geben:
Das Bauen der Modelle kann siichtig machen; ist ein Polyeder fertig gestellt, so
ruft auch schon der nichste férmlich nach Herstellung. Und sind alle Polyeder
dieser Familie gebaut, warten neue andere Polyedertypen wie Romben- oder
stallare Polyeder darauf, gebaut zu werden.[! Kap- 2]

(S

Abbildung 1: Romben-Polyeder

Abbildung 2: stellare Polyeder (hier regelmiifliger Polyeder aus zwolf Pentagram-
men)



2 Definitionen

»Es ist wichtig darauf zu achten, daf§ Bezeichnungen Entdeckungen
erleichtern. In wundervoller Weise kann man so die Arbeit des Gei-
stes reduzieren.*

Gottfried Wilhelm Leibniz

»Ein Mathematiker, der fragt ,In welchem Raum arbeitest du?‘ be-
zieht sich nicht auf die Gréfle deines Biiros.“

Ian Stewart

2.1 Allgemeine Dinge

Um abstrakte Begriffe mit Inhalt zu fiillen und um sicher zu gehen, dafl alle
von dem Gleichen reden und sich vorstellen, muf} ich einige Wortbedeutungen
festlegen. Denn viele Begriffe der anschaulichen Geometrie sind allen bekannt
(wie Punkt, Linie, Fliche), doch bedarf es manchmal zusétzlichen Einschrin-
kungen, um den folgenden Aussagen die nétige Eindeutigkeit zu verleihen. So
meine ich mit Flichen ebene Flichen und nicht Flichen auf z.B. einer Kugel.
Auch sind Linien immer gerade.

Desweiteren helfen Definitionen, die Sétze in einem Text kiirzer zu halten:
So meine ich im Folgenden mit Polyeder immer geometrische Gebilde, die vier
Bedingungen erfiillen:

1. Die Polyeder sind geschlossene Teilriume begrenzt durch ebene (endliche)
Flachen.

2. Die Grenzflichen sind ausschliefllich regelméflige n-Ecke; das heifit insbe-
sondere, das alle Innenwinkel einer Fliche und alle Kantenléngen eines
Polyeders gleich sind.

3. Die betrachteten Polyeder sollen ausnahmslos konvex sein; damit meine
ich, daf} jede (gerade) Linie zwischen zwei beliebigen Punkten eines Poly-
eders vollstindig innerhalb des Polyeders (einschlielich seiner Grenzfli-
chen) verlduft.

4. Und zuletzt sollen alle betrachteten Polyeder endliche Ausdehnung haben,
also nicht den 3-dimensionalen Raum in zwei Teilrdume teilen; aber auch
echt-rdumlich sein (also nicht Volumen null haben). Somit kénnen wir als
Bedingung fest legen, dal aneinander grenzende Fldchen nicht koplanar
sein diirfen.



Wenn ab jetzt also irgendwo in diesem Text Polyeder auftaucht, sind damit nur
die Polyeder gemeint, die hier beschrieben werden, es sei denn, es steht explizit
etwas anderes da.

Und wenn von n-Ecken (z.B. 4-Eck, 5-Eck usw.) die Rede ist, meinen wir
regelméfige n-Ecke, deren Kanten gleich lang und deren Winkel gleich grof sind.

Auch die Frage nach dem (geometrischen) Raum ist fiir Mathematiker inter-
essant: Alle betrachteten Polyeder befinden sich im 3-dimensionalen, unendli-
chen, Euklidischen Anschauungsraum. Dies ist z.B. nétig, um sicher zu gehen,
daf3 parallele Geraden existieren.

2.2 Regel- und Halbregelmifligkeit von Polyedern

Als regelmiBlige Polyeder definieren wir im Folgenden diejenigen Polyeder, deren
Flédchen alle regelméfig und gleich sind und an deren Ecken immer gleich viele
und gleiche Flichen zusammen stof3en.

Unabhéngig von der RegelmifBigkeit der Flichen und der Ecken lassen sich
regelmiBige Polyeder aber auch anders definieren (H.S.M. Coxeter): Es existie-
ren drei Sphiren um den selben Mittelpunkt, sodafl alle Eckpunkte auf einer
Sphire, alle Kantenmittelpunkte auf der zweiten und alle Flichenmittelpunkte
auf der letzten Sphire liegen. Beide Definitionen sind gleichbedeutend.

HalbregelmiBigkeit 148t sich leider nicht so einfach definieren, da mehrere
Bedingungen zur Auswahl stehen, die gelockert werden kénnten. So fiihrt das
Weglassen der Forderung nach regelméfigen Flichen unter anderem zu einer
Familie von halbregelméfliigen Polyedern (z.B. Romben-Polyeder auf Seite 8,
Abbildung 1); oder das Weglassen der Forderung nach gleichen Flichen unter
anderem zu den Archimedischen Koérpern.

Denkbare Familien halbregelméfiger Polyeder sind:
e konvexe Polyeder, bestehend aus mindestens zwei verschiedenen Flichen,

alle Eck-Konfigurationen' sollen aber gleich sein (siehe die Archimedischen
Polyeder ab Seite 25).

e konvexe Polyeder, wobei alle Flichen gleich, die Eck-Konfigurationen aber
verschieden sind (z.B. Deltaeder auf der folgenden Seite, Abbildung 3).

e konvexe Polyeder, bei denen mindestens zwei verschiedene Flichen auftre-
ten und die Eck-Konfigurationen verschieden sind.

e konkave? Polyeder mit gleichen Flichen und Eck-Konfigurationen (z.B.
Honeycombs auf der niéchsten Seite).

IDas sind die Konfigurationen von Flichen um eine Ecke herum, also z.B. 4-Eck-4-Eck-4-
Eck — kurz (4,4,4) — fiir jede Ecke eines Wiirfels.

2konkav heifit, daB der Korper nicht konvex ist, es also Gerade zwischen Punkten des
Korpers gibt, die teilweise auflerhalb des Kérpers verlaufen. Konkav wire z.B. ein Stern, da
die Verbindungslinien benachbarter Sternspitzen nicht im Stern verlaufen.
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e konvexe Polyeder, deren Flichen nicht regelméflige n-Ecke, sondern z.B.
Romben sind (Romben-Polyeder auf Seite 8).

e Polyeder, deren Flichen und Eck-Konfigurationen gleich sind, deren Fli-
chen sich aber durchdringen diirfen. (z.B. stellare Polyeder auf Seite 8)

e nicht geschlossene Polyeder mit diversen Nebenbedingungen (z.B. Hepta-
eder auf dieser Seite).

A@@
0
@%@

Abbildung 3: Die acht Deltaeder (bestehen nur aus 3-Ecken)

(6567656)

(6,6,6,6,6,6)

Abbildung 4: Die drei Honeycombs (raumausfiillende, konkave regelmifiige Po-
lyeder)

Abbildung 5: Der Heptaeder (bestehend aus sieben Flichen; drei 4-Ecken und
vier 3-Ecken)
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All diese Familien lassen sich auf Gemeinsamkeiten geometrischer Natur, auf
Symmetrien, auf Asthetik, auf natiirliches Vorkommen (in Biologie, Mineralogie
etc. — siehe auch Seite 71) und auch einfach auf die Anzahl der Familienmitglie-
der untersuchen.

Um die folgenden Betrachtungen in einem noch iiberschaubaren Rahmen zu
halten, mochte ich mich auf die konvexen Polyeder beschrianken, deren Flichen
regelmiiflig und deren Eck-Konfigurationen alle gleich sind. Dies sind die Pla-
tonischen und die Archimedischen Polyeder zusammen mit den Prismen und
Antiprismen.

2.3 Symmetrien bei Polyedern

Die Euklidische Geometrie, der wir hier folgen, nennt sich auch die Geome-
trie der Bewegungen. Das heifit, es existieren Verschiebungen (Translationen),
Drehungen um beliebige Achsen und Spiegelungen an geliebigen Ebenen. Als
Bewegung bezeichnen wir jede Kombination von Translation, Drehung und Spie-
gelung. Bei jeder Bewegung bleiben Groflen wie Lange, Winkel und Radius un-
verdndert.

Zwei Gebilde bezeichnen wir als kongruent zueinander, wenn es eine Bewe-
gung gibt, sodafl wir das eine Gebilde in das andere iiberfithren kénnen. Im
allgemeinen Sprachgebrauch bezeichnet man sie dann auch als gleich. Somit
sind Symmetrien Bewegungen, die ein Gebilde, hier Polyeder, in sich selber
iiberfithren; der Polyeder vor der Bewegung ist kongruent mit dem Polyeder
nach der Bewegung.

In der Ebene hat das regelméBige 6-Eck z.B. 6 Dreh-Symmetrien (Drehung
um 60°, um 120°, um 180°, um 240°, um 300° und um 360°) und sechs Spiegel-
Symmetrien (je eine an der Linie zwischen zwei gegeniiberliegenden Ecken und
eine zwischen den Kantenmittelpunkten gegeniiber liegender Kanten). Hierbei
ist die 360°-Drehung gleich der Identitdtsbewegung. Ein rechtwinkliges 3-Eck
mit verschieden langen Schenkeln hat dagegen keine Symmetrien (d.h. nur die
Identitéitbewegung — es ist mit sich selber identisch).

Bei den Platonischen Polyedern kénnen wir ein sehr hohes Mafl an Symme-
trie feststellen: Jeder Baustein (also Ecke, Kante und Fliiche) gibt uns eine oder
mehrere Symmetrien. Wir kénnen jeden dieser Polyeder so in die Hand neh-
men, dafl wir ihn nur mit zwei Fingern an gegeniiberliegenden Ecken beriihren.
Nun existieren genau soviele Dreh-Symmetrien an diesen Ecken, wie Kanten an
sie stoflen. Genauso kénnen wir mit zwei Fingern die Mittelpunkte zweier ge-
geniiberliegender Flichen beriihren; es existieren soviele Dreh-Symmetrien, wie
Kanten an die Fliche stoflen bzw. von welchen Typ die Fliche ist (z.B. 6-Eck).
Und beim Beriihren der Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten bekommen
wir auch je zwei Dreh-Symmetrien, einmal halb herum, einmal ganz. Aufler-
dem kann an jeder Ebene, die senkrecht zu einer Kante steht und durch dessen
Mittelpunkt geht, gespiegelt werden.

12



Einzige Ausnahme ist der Tetraeder; da er selbst-dual ist (siehe auch Seite
22), sind die Flichen- und Eck-Symmetrien gleich und wir miissen diesen Poly-
eder so zwischen zwei Finger nehmen, dafl wir eine Spitze und den gegeniiber
liegenden Flichenmittelpunkt beriihren. Dann kénnen wir analoge Aussagen
machen.

Um die Gesamtzahl der Symmetrien eines Polyeders zu bestimmen, miissen
wir allerdings darauf achten, keine der Symmetriebewegungen doppelt zu zihlen
(bei jeder der oberen Drehbewegungen tritt zum Beispiel die 360°-Drehung auf).
Aus diesem Grunde zdhlen wir diese Identitéitsbewegung nur einmal mit.

Bei den Archimedischen Polyedern ist das Mafl an Symmetrie schon gerin-
ger: Auch hier finden wir fiir jeden dieser Polyeder auf jedem gegeniiberliegen-
den Flichenpaar (Ausnahme der Stumpfe Tetraeder) soviele Dreh-Symmetrien
wie Kanten an der Fliche liegen, nur bei den Eck- und Kantendrehungen fin-
den wir nicht die Anzahl der Symmetrien, wie es bei den Platonischen Polyedern
beschrieben ist. Grenzen zum Beispiel Flichen gleichen Typs aneinander, so exi-
stiert die Dreh-Symmetrie (180°-Drehung) an der Kante, andernfalls nicht. Und
sind die Eck-Konfigurationen ,symmetrisch®, das heifit (3,4,3,4) oder (3,5,3,5),
dann existiert auch eine Dreh-Symmetrie an der Ecke, allerdings nur die 180°
Drehung; bei ,,unsymmetrischer Eck-Konfiguration existiert keine Dreh-Sym-
metrie an der Ecke. Abgesehen davon finden wir aber wie bei den Platonischen
Polyedern auch hier fiir jede Kante eine Spiegelebene, die den Polyeder in sich
selber iiberfithrt. Auch treten viele Spiegelebenen mehrfach (fiir verschiedene
Kanten) auf.

Aus all diesen Symmtrien resultiert eine schone und praktische Eigenschaft
der Platonischen wie auch Archimedischen Polyeder: Wir kénnen jede Ecke eines
dieser Polyeder durch eine geeignete Bewegung in eine andere Ecke iiberfiihren.
Dies hat weitreichende Konsequenzen in der Beschreibung, der Beweisfiihrung
und der Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte.

Denn jede Aussage iiber die Umgebung einer Ecke, das heifit die Anzahl
und Typen der angrenzenden Flichen, der Winkel zwischen diesen etc., gilt
fiir alle Ecken und geniigt deshalb zur Beschreibung des gesamten Polyeders.
Diesen Sachverhalt werden wir spiter bei den Beweisen zur Mitgliederanzahl
der Platonischen und Archimedischen Polyeder und der einfachen und genauen
Berechnung der Eck-Koordinaten benutzten.

Auf eine etwas philosophischere Frage miissen wir aber noch eingehen: Wann
sind zwei Gebilde gleich? Wenn wir eine Bewegung, wie sie oben definiert ist,
finden, die das eine Gebilde in das andere iiberfiihrt. Nun, sind denn zwei Hand-
schuhe gleich? Nein, es gibt linke und rechte Handschuhe. Sicher kénnen wir eine
Spiegelung finden, die den linken Handschuh in den rechten iiberfiihrt. Trotz-
dem sind sie aber doch irgendwie anschaulich verschieden. Worauf ich hinaus
will, ist, da} wir in einem ,orientierten“ Anschauungsraum leben, es also links,
rechts, oben, unten, vorne und hinten gibt. Und dafl wir davon — insbesonde-
re bei den Konstruktionsbeschreibungen auf den folgenden Seiten — reichlich
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Gebrauch machen, obwohl diese Begriffe rein mathematisch nicht definiert sind
(und eine solche Definition diesen Rahmen sprengen wiirde). Es kénnen also Ge-
bilde, sprich Polyeder, existieren, die kongruent sind, aber trotzdem irgendwie
anders (gespiegelt) aussehen und wir sie als Modell in der Hand haltend nicht
durch eine (nicht-mathematische) Bewegung ineinander iiberfiihren kénnen.

Sl
ot §

Abbildung 6: Wann sind zwei Objekte gleich?

Zum Schlufl muf} noch gesagt werden, dafl der Mafistab, das heifit die Grofle
der Polyeder im Folgenden nicht relevant ist. Die konstruierten Polyeder werden
zwar verschiedene Kantenlédngen haben, bei der Frage der Gleichheit machen wir
es uns aber einfach und nennen zwei Hexaeder bzw. Wiirfel gleich, auch wenn
die Kantenldngen verschieden sind. Dies kénnen wir machen, da es uns ja nur
um die mathematischen Modelle geht und nicht um einen konkreten Hexaeder
einer bestimmten Kantenldnge. Unsere Aussagen sollen fiir alle gelten. Mathe-
matisch gesehen miissen wir also bei den Bewegungen oben die Streckung mit
aufnehmen. Wir betrachten damit aber im Grunde genommen dhnliche Gebilde
und nicht nur kongruente!

Abbildung 7: ein halbregelméBiger Polyeder (Biluna-Birutunda)

Abbildung 8: ein weiterer halbregelmiifliger Polyeder (aus der Familie der Ka-
talanschen Korper
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3 Platonische Polyeder

,Der Geometer schiitzt an seiner Wissenschaft, dafl er sieht, was er
denkt.“

Felix Klein

,Die ersten wichtigen Begriffe der Topologie wurden erworben im
Verlaufe der Studien der Polyeder.“

Henri Lebesque

3.1 Historisches

In den Werken, die uns von Platon erhalten geblieben sind, philosophiert er mit
seinen Zeitgenossen iiber den Aufbau der Materie und entwickelt so mit ihnen
die ersten Ansiitze der Theorie, daf} alle Materie aus wenigen Grundbausteinen,
sogenannten Atomen, zusammengesetzt ist. [ Kap- 2]

Diese Elemente, Wasser, Erde, Luft und Feuer, haben gewisse Eigenschaf-
ten, die sich in den Atomen wiederfinden miifiten. Und diese vier verschiedenen
Atomsorten kombiniert wiirden dann verantwortlich sein fiir die grofle Anzahl an
verschiedenen Materialien, die es auf der Welt gibt (Auch der Genetische Kode
besteht nur aus vier verschiedenen Bausteinen, und doch gibt es eine immens
groBe Artenvielfalt!).[> Kap- 2]

Platon stellt sich vor, da3 Feuer, Wasser, Erde und Luft Kérper seien. Und
Korper sind massiv; grenzen aneinander an ebenen Flichen; die Flichen sind
3-Ecke. Weiter stellt er sich vor, es gebe nur zwei Typen von 3-Ecken, bei-
de rechtwinklig, einer gleichschenklig, der andere nicht gleichschenklig. Durch
Zusammensetzen dieser Flachen erhilt er die beiden einfachsten Flichen; ein
regelméBiges 3-Eck und ein Quadrat. Und daraus konstruiert er dann die vier
perfektesten Polyeder, deren Ecken alle auf einer Sphére liegen miissen und sie
in gleich groBe Oberflichenteile teilt.l" Kap- 2]

A

/N

Abbildung 9: Platons 3-Ecke und die resultierenden zwei einfachsten Flichen
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Er erhiilt so den Tetraeder, den Oktaeder und den Tkosaeder aus dem Dreieck
und den Hexaeder aus dem Quadrat.

Auflerdem sagt er: ,,Es bleibt noch eine fiinfte Konstruktion, welche Gott be-
nutzte, um den gesamten Himmel mit den Konstellationen zu verzieren.“[!: Kap-2]

Danach erklédrt Platon deren Eigenschaften: So ist der Hexaeder, da er stapel-
bar ist und Stabiles hervorbringt, die Erde. Der Tetraeder ist der kleinste und
leichteste und mit den schirfsten Spitzen und somit mit dem Feuer gleich zuset-
zen. Der Oktaeder ist rund wie der Tkosaeder, aber leichter, also Luft, wihrend

viele Tkosaeder verlaufen wie Wasser, da sie sehr rund sind. Uber den Dodeka-
1, Kap. 2]

eder 138t er sich nicht weiter aus.!

Abbildung 10: Platons Elemente

,Obwohl diese Analogien akzeptabel seien,“ kommentiert er zum Schluf,
»sind sie nicht unbedingt zwingend, sondern vielmehr noch offen fiir weitere
Diskussionen.“[1 Kap- 2]

3.2 Definition der Platonischen Polyeder

Als Platonische Polyeder oder Kérper bezeichnen wir diejenigen konvexen Po-
lyeder, die nur aus gleichen und regelméifligen n-Ecken bestehen und deren Eck-
Konfigurationen alle gleich sind.

3.3 Der Hexaeder oder Wiirfel {Pg}

Ausgehend von einem Koordinatenkreuz, dessen z-Achse vom Ursprung nach
rechts, dessen y-Achse nach vorne und dessen z-Achse nach oben weglduft, wol-
len wir jetzt den einfachsten aller Polyeder konstruieren. Dazu setzen wir auf
allen Achsen bei —1 und 1 eine Ebene senkrecht zur Achse. Der von diesen
sechs Ebenen eingeschlossene Teilraum ist der Hexaeder. Die Koodinaten der
Eckpunkte des Hexaeders sind somit die Schnittpunkte der Ebenen:
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1;1;1 -1;1;1 1;-1;1 -1;-1;1
;-1 -1;1;-1 1;-1;-1 —-1;-1;—-1

s all—

N

Abbildung 11: Hexaeder oder Wiirfel

Aufgebaut ist der Hexaeder aus sechs 4-Ecken, acht Ecken und zwolf Kanten.
An jeder Ecke stoflen drei Kanten bzw. Flichen aneinander. Der so konstruierte
Hexaeder hat die Kantenlénge 2.

Der Hexaeder besitzt drei Dreh-Symmetrieachsen senkrecht zu jedem (paral-
lelen) Flichenpaar mit den Drehungen 90°, 180°, 270° und 360°; sechs Dreh-
Symmetrieachsen durch gegeniiberliegende Kanten mit der Drehung 180° und
360° und vier Dreh-Symmetrieachsen durch gegeniiberliegende Ecken mit den
Drehungen 120°, 240° und 360°. Auflerdem finden wir drei Spiegel-Symmetrien
an den Ebenen senkrecht zu den drei Kantenquadrupeln und sechs Spiegel-
Symmetrien an den Ebenen, die durch je zwei gegeniiberliegenden Kanten ge-
bildet werden. Die Dreh-Symmetrien konnen auch kiirzer geschrieben werden:
Es gibt an den Flichen drei 4-Symmetrien, an den Kanten sechs 2-Symmetrien
und an den Ecken vier 3-Symmetrien.

Basierend auf dem Hexaeder wollen wir nun die anderen vier Platonischen
Korper konstruieren, wobei wir uns seine Symmetrien zu Nutze machen und
gewisse Schritte nur einmal erkliren (und rechnen), obwohl sie auf jeder Kante,
Flédche oder Ecke passieren.

Hinter der Uberschrift dieses (und folgender) Unterabschnitte steht die Kurz-
schreibweise; fiir den Hexaeder {Pg}. Das P steht fiir Platonisch, die Zahl fiir
die Anzahl der Flichen, hier 6 (=hexa).

3.4 Der Tetraeder {P,}

Um den Tetraeder zu erhalten, ist es am einfachsten, vom Hexaeder ausgehend,
sich auf jeder seiner Flichen eine Diagonale vorzustellen in einer Art und Weise,
dal an den Hexaeder-Ecken immer entweder drei Diagonalen oder keine Diago-
nale zusammen kommen und zum Schluf} die Ecken ohne Diagonale mit samt den
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Hexaeder-Kanten wegzulassen. Anders ausgedriickt benotigen wir vom Hexaeder
nur jede zweite Ecke.

Abbildung 12: Tetraeder im Hexaeder

;1-1 -1;1;1 1;-1;1 —1;-1;-1

Abbildung 13: Tetraeder

Aufgebaut ist der Tetraeder aus vier 3-Ecken, vier Ecken und sechs Kanten.
An jeder Ecke stoflen drei Kanten bzw. Flichen aneinander. Der so konstruierte
Tetraeder hat die Kantenlinge V8.

Der Tetraeder besitzt je Fliche eine 3-Symmetrie, also vier Stiick, die iden-
tisch ist mit der Eck-Symmetrie der der Fliche gegeniiberliegenden Ecke und
drei 2-Symmetrien, je eine pro gegeniiberliegendes Kantenpaar.

3.5 Der Oktaeder {Ps=Py,+Py,}

Fiir die Konstruktion des Oktaeders miissen wir beim Hexaeder nur die Fli-
chenmittelpunkte finden und verbinden. Alle Ecken des Oktaeders gefinden sich
also auf einer der z-, y- oder z-Achsen.
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1;0;0 0;1;0 0;0;1
-1;0;0 0;-1;0 0;0;—-1

Abbildung 14: Oktaeder

Der Oktaeder besteht aus acht 3-Ecken, zwolf Kanten und sechs Ecken. Die
Kantenlinge des so konstruierten Oktaeders ist V2. Jeweils vier koplanare Kan-
ten bilden ein regelmifliges 4-Eck. Daraus ist zuersehen, dafl der Oktaeder ei-
gentlich aus zwei Pyramiden mit 4-eckiger Grundfliche (= 4-Pyramide={Py,})
besteht. Aus diesem Grunde ist die Kurzschreibweise des Oktaeders in der Uber-
schrift auch anders als beim Hexaeder oder Tetraeder.

Beim Oktaeder finden sich drei 4-Symmetrien (eine je Eckenpaar), vier 3-
Symmetrien (eine je Flichenpaar) und sechs 2-Symmetrien (eine je Kantenpaar).

3.6 Der Ikosaeder {Py=Py;+APr;+Py;}

Die Koordinaten der Eckpunkte sind auf den Flichen des Wiirfels zufinden;
zwei auf jeder. Diese miissen erst einmal konstruiert werden. Deshalb berechnen
wir sie auf einer Hexaeder-Fliche und erhalten die restlichen auf den anderen
Fldchen durch die Symmetrien des Hexaeders.

Seien A, B, C, D die Ecken einer der Flichen (=Quadrate) des Wiirfels;
Seien E und F die Mittelpunkte von AB bzw. C'D. Nun sei G der Mittel-
punkt von EF (und der des Quadrates). Dividiere EG im Goldenen Schnitt?
Dann erhalte H so, dal EH die kiirzere Strecke ist. Mache das Gleiche mit F'G
und erhalte J. H und J sind zwei Punkte des Ikosaeders.

3Goldener Schnitt: Dividiere Strecke AB innen durch Punkt C so, daf§ ﬁ—g = %.
Sei AB = 1; AC = ¢ CB = 1—-e. = 1 = & = 24e-1 =10 =

e 1—e

= e= ¥Y5-1 ~0,6180339885.
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A D

Abbildung 15: Konstruktion zweier Ikosaeder-Punkte auf einer Hexaeder-Fliche

Um die anderen Punkte auf den anderen Flichen zu erhalten, diirfen die
Punkte FE und F einer Fliche nicht mit den Punkten E’ und F" einer angrenzen-
den Flédche iibereinstimmen, sondern die Ebenenkoordinaten der Verbindungs-
gerade miissen getauscht werden (quasi wie eine 90° Drehung).

0;1;e 0;1;—e 0;—1;e 0;—1;—e
1;¢;0 1;—e;0 —1;e;0 —1;—e;0
e;0;1 —e;0;1 €;0;,—1 —e;0;—1

)

mit e = 0,6180339885

Abbildung 16: Tkosaeder

Zusammengesetzt ist der Ikosaeder aus zwanzig 3-Ecken, dreiffig Kanten und
zwolf Ecken. Bei dem soeben konstruierten Ikosaeder betrigt die Kantenlinge
2e. Innerhalb des Tkosaeders lassen sich zwolf 5-Ecke erkennen, die paarwei-
se parallel angeordnet sind. Der Tkosaeder ist also genauso wie der Oktaeder
aus anderen kleineren Polyedern zusammengebaut. Hier erkennen wir (z.B. von
oben) eine 5-Pyramide (={Pys}), die auf einem 5-Antiprisma (={APr4}) sitzt,
unter dem wiederum eine 5-Pyramide geklebt ist. Und so ist auch die Kurz-
schreibweise des Tkosaeders.
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Der Tkosaeder besitzt zehn 3-Symmetrie auf den Flichen, fiinfzehn 2-Sym-
metrien auf den Kanten und sechs 5-Symmetrien auf den Ecken.

3.7 Der Dodekaeder {Pi,}

Der Dodekaeder konstruiert sich aus dem Hexaeder dhnlich wie der Ikosaeder.
Neben den acht Ecken des Hexaeders miissen wir noch zwei weitere FEcken pro
Hexaeder-Fliche mehr berechnen.

Seien A, B, C, D die Ecken einer der Hexaeder-Flichen. Folge der Konstruk-
tion wie beim Ikosaeder, um H und J zu erhalten. Konstruiere in H und J je
eine zur Fliche ABCD senkrechte Gerade. Seien K bzw. L die Punkte auf
den Geraden durch H bzw. J, die sich in einer Entfernung HG auflerhalb des
Hexaeders befinden. K und L sind zwei Eckpunkte des Dodekaeders.

B C

A D

Abbildung 17: Konstruktion zweier Dodekaeder-Punkte iiber der Hexaeder-
Fliche

Zur Bestimmung der Punkte {iber den anderen Flichen muf} die ,,Orientie-
rung“ genauso beachtet werden wie bei der Bestimmung der anderen Punkte des
Ikosaeders. Diese ,,Orientierung“ kann als die geraden Permutationen der Koor-
dinatenachsen der Punkte auf einer Fliche aufgefafit werden: dabei wird einmal
zyz zu zzxy und einmal zu yzz bzw. Negativkoordinaten fiir die gegeniiberlie-
genden Fliichen (siehe die letzten drei Quadrupel der nachfolgenden Punkte).

-1;-1;,-1 -1;-1;1 —1;1; -1 -1;1;1
1;-1; -1 1;-1;1 1;1; -1 1; 151
0;14ee 0;14e—e 0;—1—ee 0;—1—¢;—e
1+ee0 14+e—e0 —1—ee;0 —1—e;—e;0
e;0;1+e —e0;1+e e0;—1—e —e0;—-1—e

mit e = 0,6180339885

Der Dodekaeder besteht aus zwolf 5-Ecken, dreifiig Kanten und zwanzig
Ecken. Die Kantenléinge unseres Dodekaeders betrigt 2e.

An Symmetrien kann der Dodekaeder sechs 5-Symmetrien auf den Fléichen,
fiinfzehn 2-Symmetrien auf den Kanten und zehn 3-Symmetrien auf den Ecken
vorweisen.
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Abbildung 18: Dodekaeder

3.8 TUbersicht

Sicher ist einem aufgefallen, daf} sich einige Zahlen bei den Anzahlen der FI&-
chen, Kanten und Ecken wiederholen. Dies hat seine Griinde. Einige der Plato-
nischen Polyeder sind dual zueinander. Das heifit, dafl wir den dualen Partner
erhalten, wenn wir die Flichenmittelpunkte eines Platonischen Polyeders ver-
binden und umgekehrt. Dadurch wird auch ersichtlich, warum sich auch die
Zahlen der Symmetrien wiederholen: Die Flichen-Symmetrien des einen sind
die Eck-Symmetrien des anderen.

Hierbei stellt der kleinste Platonische Korper, der Tetraeder, eine Ausnahme
dar: Verbinden wir bei ihm die Flichenmittelpunkte, so erhalten wir wieder
einen Tetraeder. Der Tetraeder ist also zu sich selbst dual.

Da zwei angrenzende Flichen durch genau eine Kante verbunden sind genau-
so wie zwei benachbarte Ecken, dndert sich beim Ubergang zum Dualen natiir-
lich fiir die Kantenanzahl und die Kanten-Symmetrien nichts.

Flichen Kanten FEcken F-Sym. K-Sym. E-Sym.
Tetraeder 4 6 4 4 x 3er 3 x 2er 4 x 3er
Hexaeder 6 12 8 3 x 4er 6 x 2er 4 x 3er
Oktaeder 8 12 6 4 x 3er 6 x 2er 3 x der
Dodekaeder 12 30 20 6 x5er 15x2er 10 x 3er
Tkosaeder 20 30 12 10 x 3er 15x2er 6 x Ser

(Sym. =Symmetrien, F=Fliche, K=Kante, E=Ecke)

Der Hexaeder und der Oktaeder sind dual zueinander, der Dodekaeder dual
zum Ikosaeder und der Tetraeder dual zu sich selbst.

AuBlerdem 148t sich anhand dieser und der weiter unten fiir die Archimedi-
schen Polyeder folgenden Tabelle auch gut die Eulersche Formel fiir die Anzahl
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der Flichen (F), der Kanten (K) und der Ecken (E) fiir einen beliebigen Polyeder
zeigen: 127

F-K+E=2.

3.9 Gibt es noch mehr?

Wir haben bis jetzt immer von den fiinf Platonischen Polyedern geredet ohne
uns dariiber Gedanken zu machen, ob es nicht noch mehr Polyeder gibt, die
in die Definition fallen. Diese Frage haben sich auch schon andere vor uns ge-
stellt und sind auch teilweise, je nachdem welche Abschrift sie von den Arbeiten
Platons vor sich hatten, fiindig geworden. Denn in fritheren Zeiten war es durch-
aus iiblich, auch implizite Bedingungen zu erfiillen, ohne sie explizit mit in die
Definition aufzunehmen.['> Kap- 2]

So findet man im Anhang des Buches XIIT der Elemente von Euklid im
Zusammenhang mit den Platonischen Polyedern eine Proposition, die als Defini-
tion aufgefafit werden kann, da Euklid sich im Text auf die Konstruktion der
Polyeder beschrinkt ohne Definitionen anzugeben.

Diese Proposition besagt, dafl nur die besagten fiinf Polyeder aus gleichen
regelméfigen Flachen konstruiert sind. Dies ist nicht richtig, denn neben den
fiinf Platonischen Polyedern erfiillt auch eine andere Familie von Polyedern, die
Deltaeder, diese Bedingungen (siehe Seite 11). Einer dieser Deltaeder ist die
3-Bipyramide, also zwei Tetraeder zusammengeklebt. Sie besteht auch nur aus
regelméBigen 3-Ecken (siehe Abbildung 3 auf Seite 11 links in der Mitte)!

Es ist deshalb wichtig, alle, auch die impliziten Bedingungen, mit in die
Definition zu nehmen. Und so haben wir auch oben bei der Definition die Be-
dingung mit aufgenommen, daf} auch alle Eck-Konfigurationen gleich sein sollen,
alle Ecken und alle Flichen also dquivalent sind zur Beschreibung der Polyeder.

Proposition 1 FEs ezistieren nur finf konveze, endliche Polyeder im 3-dimen-
sionalen Anschauungsraum, deren Flichen alle gleich und regelmdfig sind und
deren Ecken alle die gleichen Eck-Konfigurationen haben. (Diese nennen wir
Platonische Polyeder.)

BEWEIS: Zuné&chst betrachten wir eine beliebige Ecke eines beliebigen Poly-
eders. Es ist klar, daf} an dieser Ecke mindestens drei Flichen anstoflen miissen.
AuBerdem muf} die Winkelsumme der Flichen an dieser Ecke kleiner als 360°
sein. Da die gesuchten Polyeder aus gleichen und regelméfligen Flichen beste-
hen sollen, kénnen wir fiir ein gegebenes n-Eck leicht den Flichenwinkel be-
rechnen.* Wenn der Polyeder aus 3-Ecken besteht, betriigt ein Flichenwinkel

4Der Flichenwinkel wy, ist der Innenwinkel zwischen zwei Kanten eines regelmifigen n-Ecks
und berechnet sich wie folgt: wy, = 180° - "T_2
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60°. Wir konnen also drei, vier und fiinf 3-Ecke um unsere Ecke anordnen. Bei
sechs 3-Ecken sind wir mit der Winkelsumme bei 360°, die 3-Ecke befinden
sich in der Ebene, womit der ganze Polyeder in einer Ebene wire und damit
unendlich gro3.Wenn der Polyeder nur aus 4-Ecken besteht, so kénnen wir drei
90°-Winkel um unsere Ecke anordnen, vier schon nicht mehr. Wenn der Polyeder
aus 5-Ecken besteht, der Flachenwinkel also 108° betrégt, lassen sich auch nur
drei, nicht aber vier Flichen um unsere Ecke anordnen. Bei 6-Ecken, 7-Ecken,
usw. ist die Winkelsumme von den mindestens drei Flidchen nie kleiner als 360°.
Somit existieren nur die Moglichkeiten der Anordnung um eine Ecke von drei,
vier und fiinf 3-Ecken, drei 4-Ecken und drei 5-Ecken, was dem Tetraeder, Ok-
taeder, Tkosaeder, Hexaeder bzw. Dodekaeder entspricht. Um die anderen Ecken
brauchen wir uns nicht zu kiimmern, denn dort passiert ja genau das gleiche,
da alle Eck-Konfigurationen gleich sein sollen. O

—

R

Abbildung 19: Ubersicht: Platonische Korper
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4 Archimedische Polyeder

, Wer die Geometrie versteht, der versteht alles in der Welt.“
Galileo Galilet

»50 fingt denn alle menschliche Erkenntnis mit der Anschauung an,
geht von da zu den Begriffen und endet mit Ideen.*

Immanuel Kant

4.1 Historisches

In dem fiinften Buch seiner Mathematischen Sammlung schreibt Pappus um
280 vor Christus die Entdeckung der dreizehn Polyeder Archimedes zu. Er zeigt
grofles Interesse an den regelméfig gebildeten Polyedern. ,,...Diese beinhalten
nicht nur die fiinf Koérper, die vom gottihnlichen Platon gefunden wurden,...
sondern auch die Koérper, dreizehn an der Zahl, welche entdeckt wurden von
Archimedes und welche aus gleichseitigen und gleichwinkligen, aber nicht glei-
chen Polygonen bestehen.“[!, Kap: 2]

Leider ist die Orginalarbeit von Archimedes nicht mehr erhalten. Und auch
die Biicher von Pappus waren lange Zeit nicht fiir die Mehrheit der Leser zu-
ginglich. Deshalb iiberrascht es nicht, dafl im Laufe der Zeit viele der Polyeder
wiederentdeckt wurden. Einer der letzten Wiederentdecker vor ihrer endgiilti-
gen Popularisierung war Kepler. Unter den von ihm gegebenen Namen sind die
einzelnen Archimedischen Polyeder auch heute bekannt.[3P!

4.2 Eine Definition der Archimedischen Polyeder

Als Archimedischen Polyeder oder Koérper bezeichnen wir diejenigen konvexen
Polyeder, die aus verschiedenen aber regelmifligen n-Ecken bestehen, und deren
Ecken alle dquivalent sind.

4.3 Voriiberlegungen

Im Folgenden wollen wir eine einzelne Ecke eines Polyeders betrachten und
Bedingungen {iber die darumliegenden regelmifligen Flichen finden. Anschlie-
ssend werden wir die Aquivalenz der Ecken ausnutzen und aus der Umgebung
dieser einen Ecke Eigenschaften des ganzen Polyeders ableiten. Dabei interessiert
uns hauptsichlich, ob eine Konstruktion des ganzen Polyeders ausgehend von
einer Ecke und dessen umliegenden Flichen eindeutig ist.
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Definition 1 Zu einer gegebenen Ecke eines Polyeders definieren wir die Eck-
Konfiguration als den Zyklus der regelmdfigen Flichen, die um die Ecke lie-
gen. Als Schreibweise fiir eine Eck-Konfiguration fangen wir im Zyklus bei der
Fliche kleinsten Typs (mit kleinster Kantenzahl) an und schreiben den gesamm-
ten Zyklus in runden Klammern; z.B. (3,4,5,4) ist eine Ecke, die umgeben ist
von einem 3-Eck, dann 4-Eck, dann 5-Eck und dann 4-Eck, das wieder an das
3-Eck grenzt.

In diesem Zusammenhang wird auch manchmal von der Vertex- oder Eck-
Figur gesprochen. Das ist das sphirische Polygon, das entsteht, wenn wir eine
Kugel mit der halben Kantenlinge als Radius und der Ecke als Mittelpunkt mit
den Polyederflichen schneiden. Diese Eck-Figuren sind z.B. bei den Platoni-
schen Polyedern regelmifSige n-Ecke, im Allgemeinen haben sie aber verschieden
grofie Kanten und Winkel.

Desweiteren miissen wir die Umgebung von Ecken, Kanten und Flichen ge-
nau definieren, um diese besser vergleichen zu kénnen.

Definition 2 Die Elemente eines Polyeders sind die Ecken, Kanten und Fli-
chen. Als Umgebung eines Elementes H eines Polyeders bezeichnen wir die
Menge aller an H angrenzenden anderen Elemente, deren Typ (bei den Flichen),
deren Linge (bei verschieden langen Kanten; hier irrelevant) und deren Anord-
nung (bei den Flichen um eine Ecke ist die Reihenfolge wichtig). Pro Umgebung
mufS eine Umlaufrichtung festgelegt werden; bei dem Vergleich zweier Umgebun-
gen ist es aber egal, ob beide Umlaufrichtungen gleich sind oder nicht, da die
Spiegelung die Richtungen umdreht und zu den fiir den Vergleich definierten
Bewegungen zdhlt.

So ist die Umgebung einer Ecke z.B. 3-Eck-4-Eck-4-Eck-5-Eck (oder einfach
(3,4,4,5) als Eck-Konfiguration). Die Kanten sind irrelevant, da alle gleich lang
sind und zwischen zwei Flichen immer eine Kante liegt. Die Umgebung einer
Kante sind die beiden Ecken und deren Umgebungen. Und die Umgebung einer
Fliche sind die angrenzenden Ecken und deren Umgebungen.

Machen wir uns jetzt einige Gedanken iiber die Zusammensetzung von regel-
méfigen Polygonen um eine Ecke: Wie bei den Platonischen Korpern brauchen
wir als erstes mindestens drei Flichen um eine Ecke, zweitens kann um eine
Ecke die Winkelsumme der Flichenwinkel nicht grofer gleich 360° sein ohne
dafl die geforderte Konvexitdt gebrochen wird. Und zuletzt miissen an einer
Ecke mindestens zwei verschiedene Typen von Flidchen auftreten, damit wir
Archimedische Polyeder erhalten.

Aus diesen grundsétzlichen Bedingungen und der Eigenschaft der Archime-
dischen Polyeder, dafl alle Eck-Konfigurationen gleich sein sollen, lassen sich
schon einige Einschrinkungen auf mogliche Konfigurationen machen.
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Lemma 1 Bei einem konvexen Polyeder, dessen Flichen alle regelmdfSig und
dessen Ecken alle dquivalent sind, konnen nicht mehr als drei verschiedene
Flichentypen auftreten.

Beweis: Da alle Ecken dquivalent sind, miissen alle Flichentypen mindestens
einmal an einer Ecke anstofen. Die vier kleinsten n-Ecke (3-, 4-, 5- und 6-
Eck) haben dann aber schon eine Winkelsumme von 60°+90°+108°+120° =
378° >360°. Fiir groflere n ist die Winkelsumme natiirlich noch gréfler. O

Lemma 2 Bei einem Polyeder, dessen Eck-Konfigurationen alle gleich sind,
kann eine Eck-Konfiguration mit drei Flichen (a, b, ¢) mit b # ¢ und a ungerade

nicht auftreten.
ole

a

BEWEIS: Da alle Eck-Konfigurationen gleich sind, alternieren b- und c-Ecke um
das a-Eck. Da a ungerade ist, gibt es aber keine eindeutige Alternation und
eine Konstruktion fiihrt zu einem Widerspruch. Dies gilt fiir drei verschiedene
Flachen, insbesondere aber auch, wenn a = b oder a = ¢. O

Lemma 3 Bei einem Polyeder, dessen Eck-Konfigurationen alle gleich sind,
kann eine Eck-Konfiguration mit vier Flichen (3, a, b, ¢) mit a # ¢ — abgesehen
von der Eck-Konfiguration (3,3,3,¢c), ¢ > 4 — nicht auftreten.

3| a
clb

BEWEIS: Wenn a, b und ¢ alle verschieden sind, dann folgt auch hier aus der
Gleichheit aller Eck-Konfigurationen, dafl an jeder Spitze des 3-Ecks ein b-Eck
liegt und die a- und c-Ecke um das 3-Eck alternieren miissen, was zu einem Wi-
derspruch fiithrt. Insbesondere ist dies richtig, wenn einer der drei Flachentypen
a, b, ¢ auch ein 3-Eck ist. Sind nun zwei der drei a, b, ¢ gleich, oBdA. a = b,
dann kénnen wir an die beiden freien Spitzen des 3-Ecks je ein a-Eck und an
die freie 3-Eckskante ein ¢-Eck legen und erhalten die Eck-Konfigurationen (3,
a, a, ¢) und (3, ¢, a, ¢), was ein Widerspruch ist, da alle Eck-Konfigurationen
gleich sein sollen. Setzen wir also an die obere 3-Ecksspitze — gegeniiber des
c-Ecks — auch ein ¢-Eck, an die andere freie Spitze und an die freie Kante des
3-Ecks je ein a-Eck, dann erhalten wir die Eck-Konfigurationen (3, a, a, ¢) und
(3, a, ¢, a), was wieder ein Widerspruch ist, wenn a #3. Denn a =3 fiihrt zu
den Konfigurationen (3, 3, 3, ¢) und (3, 3, ¢, 3), welche gleich sind, und damit
zur einzigen Ausnahme. O
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Jetzt konnen wir uns mit der Eindeutigkeit einer Konstruktion beschiftigen:
Gegeben sei eine Eck-Konfiguration und die Bedingung, daf§ alle Eck-Konfigu-
rationen des Polyeders gleich und alle Flichen regelméflig sein sollen. Wann ist
dann die Konstruktion des ganzen Polyeders eindeutig, das heifit, wann sind
zu gegebener Eck-Konfiguration auch schon die Flichen an Nachbar-Ecken und
den folgenden festgelegt?

Aus den Vorgedanken und der Tatsache, dafl sechs Flichen um eine Ecke
nicht moglich sind (sechs 3-Ecke ergeben schon 360°, grofiere und/oder mehr
Flichen sind mit der Konvexititsbedingung aber nicht vereinbar), kénnen wir
eine Fallunterscheidung in drei, vier und fiinf Flichen um jede Ecke machen.

1. Eck-Konfiguration mit drei Flichen (a, b, ¢):

b| c
)a\ mita#bVa#cVb#ec.

(a)

a ungerade. Wenn b # ¢ , dann existiert keine Alternation von den
Flachen b und ¢ um a (nach Lemma 2). Wir erhalten einen Wider-
spruch. Wenn b = ¢, dann kann b = ¢ nicht ungerade sein, da dann
keine Alternation von a und ¢ um b existieren, wir also einen Wi-
derspruch erhalten. Also ist b = ¢ gerade und es existiert um jedes
b bzw. ¢ eine eindeutige Alternation und damit eine eindeutige Kon-
struktion.

a gerade. Wenn b oder ¢ ungerade sind, dann existiert, wieder keine
Alternation um diese Fliche und wir erhalten einen Widerspruch
nach Lemma 2. Also sind b und ¢ auch gerade. Dann existiert um
a, b und c je eine eindeutige Alternation und die Konstruktion ist
eindeutig.

2. Eck-Konfiguration mit vier Flichen (a, b, ¢, d):

al|b
djc mit maximal drei verschiedenen Flichen (nach dem ersten

(a)

Lemma), oBdA. a = b oder a = c.

ala
d| c .
a=1b mit a#cVa#dVe#d.

i. a = b = c gerade. Dann existiert um alle d eine eindeutige
Umgebung (alles a-Ecke), aber gegeniiber von d an der ande-
ren Ecke der Kante zwischen a und ¢ gibt es zwei Konstruk-
tionsmoglichkeiten: entweder ein d an die Kante von a oder von
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c. Nach der Winkelsummenbegrenzung ist die einzige mégliche
Eck-Konfiguration (3,4,4,4) mit a = b= ¢ =4 und d = 3. Ein

Polyeder mit dieser Konfiguration hat also mehrere Isomere®.

ii. @ = b = ¢ ungerade. Dann ist nach der Winkelsummenbegren-
zung a = b = ¢ = 3 und d ist beliebig und um alle d liegen nur
3-Ecke und um alle 3-Ecke existiert die eindeutige Umgebung
3-Eck-3-Eck-d-Eck.

iii. @ # ¢cANa # d. Wenn ¢ = d, dann kénnen o oder ¢ nicht un-
gerade sein, da dann keine Alternation existiert und dies zum
Widerspruch fiihrt. Also miifiten a und ¢ gerade sein, doch ist
die kleinste Moglichkeit (4,4,6,6) schon durch die Winkelsum-
menbegrenzung ausgeschlossen. Folglich muf} ¢ # d gelten; wenn
a ungerade ist, existiert wieder keine Alternation darum. Glei-
ches gilt, wenn ¢ oder d ungerade sind. Also miissen a = b, ¢ und
d gerade sein. Doch auch hier ist die Winkelsumme der kleinsten
Eck-Konfiguration (4,4,6,8) schon zu grof.

ald
(b) a=¢c bla mit a #dAa#b.

i. b = d. Dann grenzen an allen a nur b und umgekehrt und die
Konstruktion ist eindeutig.

ii. b # d. Wenn a ungerade ist, existiert keine Alternation um a und
wir bekommen einen Widerspruch. Also muf3 a gerade sein. Dann
grenzen an b und d nur ¢ und um die a existiert eine eindeutige
Alternation, welche zu einer eindeutigen Konstruktion fiihrt.

3. Eck-Konfiguration mit fiinf Flichen (a, b, ¢, d, e):

S
e d mit mindesten drei gleichen Flichen (nach Lemma 1).

Wenn die anderen beiden Flichen anders sind als die drei gleichen, dann
ist die kleinste Eck-Konfiguration aus drei 3-Ecken und zwei 4-Ecken schon
durch die Begrenzung der Winkelsumme ausgeschlossen. Also sind min-
destens vier Fliachen 3-Ecke und als mogliche Konfigurationen kommen —
auch wegen der Winkelsummenbegrenzung — nur (3,3,3,3,4) und (3,3,3,3,5)

in Frage.
3*| 3+
39/\39 ,
a mit @ € {4,5} und den Bezeichnungen Spitzen-3-Eck fiir
die 3-Ecke mit Index % und Seiten-3-Eck fiir die mit Index
®.

5in Anlehnung an die Chemie, in der Molekiile aus gleichen Bausteinen aber mit verschie-
denen Formen so heifien.
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Konstruieren wir jetzt den Polyeder mit der Eck-Konfiguration (3,3,3,3,a)
Schritt fiir Schritt: Zuerst umlaufen wir a, setzen an jeder Kante des
a-Ecks ein Seiten-3-Eck und — zwischen diesen — an jeder a-Eck-Spitze
zwei Spitzen-3-Ecke. Da an jeder Ecke nur héchstens ein a-Eck vorkommt,
miissen wir iiber die 3-Ecke von einem a-Eck zum nichsten gehen. Die
Seiten-3-Ecke haben aber keine freien Kanten mehr. Also liegt das néchste
a-Eck nur an deren Spitzen (Also ist das Seiten-3-Eck eines a-Ecks das
Spitzen-3-Eck des Nachbar-a-Ecks). An besagter Spitze liegen schon drei
3-Ecke. Jetzt bestehen fiir jede dieser Spitzen zwei Moglichkeiten, das
vierte 3-Eck und ein a-Eck zu setzen; entweder das a-Eck links oder rechts
von der Spitze. Es ist leicht zu sehen, daf} eine einmal getroffene Wahl al-
le anderen Moglichkeiten eindeutig festlegt, da es andernfalls zu anderen
als der (3,3,3,3,a)-Eck-Konfigurationen kommt. Folglich gibt es also fiir
(3,3,3,3,4) und (3,3,3,3,5) je zwei Isomere, die sich weder durch verschie-
dene Konfigurationen noch durch mehr oder weniger Symmetrien unter-
scheiden, sondern sich — durch die Wahl links oder rechts — spiegelbildlich
zueinander verhalten. Sie sind per Definition (Spiegelung € Bewegung; 3
Bewegung = Gleichheit) gleich, aber anschaulich anders und haben so
meist den Index [I] oder [r] fiir links bzw. rechts.

In fritheren Arbeiten iiber diese Polyeder wurden den Eck-Konfigurationen
langst nicht so viel Gewichtung zugesprochen wie heutzutage. Zu jener Zeit
war es wesentlich wichtiger, daf3 alle Eckpunkte auf einer Sphire liegen und
die Flichen regelmiBig sind, wihrend Eigenschaften wie die Aquivalenz der
Ecken und die Menge der Symmetrien meist implizit angenommen wurden.
So begniigten sich frithere Mathematiker auch damit, die Anzahl und Typ der
Fldchen zu erwdhnen in dem Glauben, damit die Polyeder eindeutig bestimmt
zu haben.

Dem ist aber nicht so, wie ein kurzes Gedankenspiel zeigt: Nehmen wir einmal
an, wir hitten das Modell eines Polyeders vor uns, das die Eigenschaft hat, daf§
eine Menge von Eckpunkten so in einer Ebene liegt, dafl der Schnitt dieser Ebene
mit dem Polyeder ein regelmifliges n-Eck bildet. Dabei klammern wir triviale
Fille, bei denen eine ganze Polyederfliche mit in die Ebene fillt oder die Ebene
durch nur drei Eckpunkte des Polyeders geht, aus und gehen davon aus, daf3 die
Ebene ein mehr oder weniger kuppelférmiges Gebilde vom Polyeder abtrennt.
Wenn wir nun weiter davon ausgehen, daff auch die Kanten des auf dem Schnitt
liegenden n-Ecks Kanten des Polyeders sind, dann kénnen wir die Kuppel um
% zum Rest des Polyeders in der Ebene verdrehen (siehe Abbildung 20) und
wiirden an der Anzahl und den Typen der Flichen sowie an der Tatsache, daf3
alle Ecken auf einer Sphire liegen, nichts dndern. Die Frage ist nun, finden
wir solche Ebenen mit n-Ecken. Und wenn ja, lassen sich diese Polyeder schon
anhand ihrer Eck-Konfigurationen identifizieren?

Eine kurze Betrachtung der Archimedischen Korper (betrachte die Uber-
sicht auf Seite 38) und eine kurze Berechnung iiber die Koplanaritiit zeigen uns,
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Abbildung 20: Verdrehung einer Kuppel

daB} es tatsiichlich vier Polyeder unter den Archimedischen gibt, bei denen wir
nichttriviale Ebenen finden. Dabei lassen sich die resultierenden n-Ecke auf den
Schnittebenen folgendermaflen charakterisieren: Die dquidistanten benachbar-
ten Eckpunkte liegen im Polyeder auf einem geschlossenen Kantenzug, der auf
der einen Seite der Ebene abwechselnd durch Kanten von 3-Ecken und z-Ecken
gebildet wird.

Es ist leicht zu sehen, dal mindestens vier Flichen an diesen Ecken auf der
Ebene zusammen kommen miissen, da bei nur drei Flichen die Ebene notwen-
digerweise durch eine der drei Flichen laufen mufl und dadurch nur ein trivialer
Fall beschrieben wird, bei dem kein neuer Polyeder entsteht.

Wir suchen also Konfigurationen (3,z,a,b) oder (3,x,a,b,c). Die letzte Mog-
lichkeit konnen wir ausschliessen, da genauere Betrachtungen der beiden aus
den in Frage kommenden Eck-Konfigurationen (3,3,3,3,4) und (3,3,3,3,5) resul-
tierenden Polyeder zeigen, daf es keine nichttrivialen Ebenen mit den gesuchten
Bedingungen gibt.

So kommen wir also auf die Konfigurationen (3,4,3,4), (3,4,4,4), (3,4,5,3)
und (3,5,3,5). Und tatséchlich finden wir in den aus diesen Konfigurationen
resultierenden Polyedern Ebenen, die sich in 6-, 8-, 8 bzw. 10-Ecken mit dem
Polyeder schneiden. Eine Verdrehung der Kuppeln — fiir die ersten drei heifien sie
3-, 4- bzw. 5-Kupola; fiir die letzte 5-Rotunda — um eine Kante fiihrt also auch zu
Polyedern mit regelméfigen Flichen, deren Ecken alle auf einer Sphére liegen.
Nur sind dann nicht mehr alle Ecken dquivalent, die Symmetrien der Polyeder
geringer. Beim Polyeder aus (3,4,4,4) sind zwar alle Eck-Konfigurationen noch
gleich, aber bei den anderen grenzen nach der Verdrehung dann manche 3-Ecke
mit Kanten aneinander.

Um diese Isomere von den ,echten® Archimedischen Polyedern zu unterschei-

den, bekommen die regelméfigeren meist den Index [reg], wihrend die anderen
den Index [irreg] erhalten.
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Abbildung 21: 3-, 4-, 5-Kupola und 5-Rotunda

4.4 'Wie viele Archimedische Polyeder gibt es?

Wir wollen uns jetzt keine Gedanken mehr machen iiber verschiedene Isomere
oder alternative, abgeschwichte Definitionen. Fiir uns sind (bis jetzt) Archime-
dischen Polyeder die konvexen Polyeder, die von verschiedenen, aber regelméfi-
gen n-Ecken begrenzt sind und deren Ecken alle dquivalent sind.

Aber haben wir bei unserer Definition nicht noch eine weitere Bedingung
vergessen? Wir wollen, dafl diese Polyeder schon, rund, harmonisch sind. Doch
wie konnen wir diese , Eigenschaften“ genauer fixieren und mathematisch for-
mulieren?

Nun, an eine Eigenschaft denken wir eigentlich immer, ohne es zu merken:
Wir méchten, dal die Archimedischen Polyeder eine Art von Erweiterung oder
Verallgemeinerung der Platonischen Polyeder sind. Und diese sollen nicht nur
auf einer Sphére liegen und dessen Oberflache gleichméBig teilen, sie sollen auch
irgendwie selber , kugelférmig“ sein.

Was das deutet, machen wir uns am besten klar, indem wir etwas suchen, was
nicht kugelformig ist, sondern flach. Welche regelméfligen Polyeder sind flach?
Prismen und Antiprismen. Beide bestehen sie aus zwei n-Ecken (mit n beliebig
grof}!) und einem Ring aus kleinen m-Ecken, bei ersteren 4-Ecke, bei letzteren
3-Ecke. Und auch diese Polyeder bestehen aus verschiedenen aber regelméfligen
n-Ecken, sind konvex und alle ihre Ecken sind dquivalent. Alle ihre Ecken liegen
sogar auf einer Sphire. Nur wird dessen Oberfliache nicht in gleich grofie Bereiche
geteilt, und je mehr Ecken die Boden- und Deckenflichen haben, desto grofier
wird der Unterschied zwischen den kleinen und den groflen Bereichen. Bei den
meisten Archimedischen Polyedern hélt sich dieser Unterschied dagegen eher in

1B &ARA
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Abbildung 22: einige Prismen und Antiprismen
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Um nun die Familien der Prismen und Antiprismen — die je unendlich viele
Mitglieder haben — von den Archimedischen Polyedern zu trennen wurden in
der Vergangenheit viele Zusatzbedingungen eingefiihrt, die immer nur diese Un-
terscheidung zum Ziel hatten, manchmal aber sehr stark waren und irgendwie
im Nachhinein hinzugefiigt wirkten. Kepler hat in einer seiner frithen Arbei-
ten fiir die Anzahl der verschiedenen Flichen eines Archimedischen Polyeders
nur Nummern zugelassen, die auch als Flichenanzahlen bei den Platonischen
vorkommen, also vier, sechs, acht, zwolf und zwanzig. Bei diesem Versuch, Pris-
men und Antiprismen auszuklammern, schlof er aber auch die beiden Schrigen
Polyeder aus der Familie aus, da beide mehr als dreiflig 3-Ecke haben.

Spéter hat er in seinen Arbeiten am Anfang immer erst die Prismen und An-
tiprismen ausgeklammert und dann Aussagen iiber die Archimedischen Polyeder
gemacht. Einfach zusagen, die Anzahl der verschiedenen Flichen solle minde-
stens drei sein, widerstriubte ihm.[V!

Wir werden hier die ganze Diskussion verkiirzen und, wie Kepler die Prismen
und Antiprismen von vornherein ausschliessen.

Proposition 2 Es existieren neben den Prismen (Eck-Konfiguration (4,4,n)
und Antiprismen (Eck-Konfiguration (3,3,3,n) ) nur dreizehn weitere konveze,
endliche Polyeder im 3-dimensionalen Anschauungsraum, deren Flichen ver-
schieden, aber regelmifig sind und deren Ecken alle dquivalent sind. (Diese
nennen wir Archimedische Polyeder.)

Wir werden wie bei den Platonischen Polyedern auch hier einen konstrukti-
ven Beweis mittels Ausschluf aller unméglichen Konfigurationen anhand einer
Ecke machen, da ja alle Ecken dquivalent sein sollen. Dabei sollen uns die Ge-
danken und Lemmata des vorigen Unterabschnitts helfen.

BEWEIS DER PROPOSITION 2: Aus dem Lemma 1 wissen wir, dafl héchstens
drei verschiedene Flichentypen vorkommen kénnen, aus der Definition aber
mindestens zwei Typen. Betrachten wir also zunéchst die Eck-Konfigurationen
mit, zwei verschiedenen Flichentypen.

1. Der Polyeder besteht nur aus 3-Ecken und 4-Ecken.
Gehen wir erst einmal davon aus, wir hdtten nur ein 4-Eck an jeder Ecke.
Dann kénnen wir nur zwei, drei und vier 3-Ecke dazu nehmen, da fiinf
3-Ecke die Winkelsummengrenze von 360° sprengen. Zwei 3-Ecke ist nach
Lemma 2 nicht moglich, drei 3-Ecke und ein 4-Eck bilden ein 4-Antiprisma,
welches auch ausgeschlossen ist. Nur fiinf 3-Ecke und ein 4-Eck bilden
einen der gesuchten Polyeder, den Schrigen Hexaeder.

3]4 33 15
3| 4
313 3 1 3 314
3
unmoglich  (4-Antiprisma) Schriiger Hexaeder >360°
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Als nichstes gehen wir von zwei 4-Ecken an jeder Ecke aus. Mit einem
weiteren 3-Eck erhalten wir das 3-Prisma, welches ausgeschlossen ist. Bei
zwei 3-Ecken haben wir zwei Moglichkeiten: Die 3-Ecke nebeneinander an
jeder Ecke oder abwechselnd mit den 4-Ecken. Der erste Fall ist wegen
Lemma 3 nicht moglich, der zweite Fall liefert den Kubo-Oktaeder. Bei
drei 3-Ecken und zwei 4-Ecken ist die Winkelsumme schon nicht mehr
kleiner als 360°.

4l 4 3|4 3|4 33
3|4 4|3 3 /N4

3 4
(3-Prisma) unmoglich  Kubo-Oktaeder = 360°

Fiir den Fall, dafl wir drei 4-Ecke pro Ecke haben, konnen wir nur noch ein
3-Eck dazu tun, was uns zum Romben-Kubo-Oktaeder fithrt. Zwei 3-Ecke
und drei 4-Ecke geben eine Winkelsumme gréfier als 360°. Und bei vier
4-Ecke sind wir schon ohne 3-Ecken bei einer Winkelsumme von 360°.

314 414 34
3 N4

4|4 44 1
Romben-Kubo-Oktaeder = 360° >360°

. Der Polyeder besteht nur aus 3-Ecken und 5-Ecken.

Bei einem 5-Eck haben wir wieder die Mo6glichkeit, zwei, drei oder vier
3-Ecke hinzu zu nehmen. Zwei 3-Ecke sind nicht méglich nach Lemma 2,
drei 3-Ecke fithrt zu einem ausgeschlossenen 5-Antiprisma und vier 3-Ecke
zum Schrigen Dodekaeder. Mehr als vier 3-Ecke und ein 5-Eck bilden eine
Winkelsumme grofler als 360°.

315 33 33 33
315
313 3 5 3 3|5
3
unmoglich  (5-Antiprisma) Schriger Dodekaeder >360°

Nehmen wir zwei 5-Ecken, so ist ein einzelnes 3-Eck zusétzlich durch Lem-
ma 2 ausgeschlossen. Zwei zusétzliche 3-Ecke kénnen nebeneinander oder
abwechselnd mit den zwei 5-Ecken auftreten; der erste Fall wird durch
Lemma 3 ausgeschlossen, der zweite Fall fithrt zum Tkosi-Dodekaeder. Drei
3-Ecke iibersteigen mit den zwei 5-Ecken genauso die 360°, wie drei oder
mehr 5-Ecke und ein 3-Eck.
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395 315 313
53 315 513 3 /N5
3 5
unmoglich unmoglich  Tkosi-Dodekaeder >360°

3. Der Polyeder besteht nur aus 3-Ecken und 6-Ecken.

Bei einem 6-Eck haben wir nur die Moglichkeit, zwei oder drei 3-Ecke
hinzu zunehmen, da vier zusitzliche 3-Ecke die Winkelsumme auf 360°
erhdhen. Zwei 3-Ecke sind nicht mdéglich nach dem zweiten Lemma und
drei 3-Ecke fithren zum ausgeschlossenen 6-Antiprisma.

36 313

315 313 3 /N3
3 6

unmoglich (6-Antiprisma) = 360°

Gehen wir von zwei 6-Ecken aus, dann kénnen wir nur ein einzelnes 3-Eck
zusétzlich dazu nehmen, was zum Stumpfen Tetraeder fithrt. Bei mehr
3-Ecken bleiben wir nicht mehr unter 360° genauso wie bei drei oder mehr

6-Ecken.
6 |6 310 6 |6
3|6
3 6
Stumpfer Tetraeder = 360° = 360°

4. Der Polyeder besteht nur aus 3-Ecken und n-Ecken mit n gréfier als 6.

Ein einzelnes n-Eck und zwei 3-Ecke ist wegen Lemma 2 nicht moglich.
Drei 3-Ecke fithren zu einem ausgeschlossenen n-Antiprisma. Bei mehr
3-Ecken iiberschreitet die Winkelsumme 360°.

3| n 313
S Ln 3]3 3 /<3
3 n
unméglich (n-Antiprisma) >360° fiir n > 6

Und starten wir mit zwei n-Ecken, so bleibt wegen der maximalen Win-
kelsumme nur die Moglichkeit, ein 3-Eck dazu zunehmen. Der Fall, daf}
dieses n ungerade ist, fallt nach Lemma 2 von vorn herein weg. Und das
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n muf} auBerdem kleiner als 12 sein, da ab dem 12-Eck die Winkelsumme
zweier dieser (je 150°) und eines 3-Ecks (60°) schon nicht mehr kleiner
als 360° ist. Ubrig bleiben nur die beiden Maglichkeiten mit zwei 8-Ecken
und einem 3-Eck — der Stumpfe Hexaeder — und mit zwei 10-Ecken und
einem 3-Eck — der Stumpfe Dodekaeder.

3| n
Q\S 10 | 10 12 | 12 +
3| n
3 3 3
Stumpfer Hexaeder Stumpfer Dodekaeder = 360° >360°
firn>6

Damit haben wir alle Moglichkeiten betrachtet, 3-Ecke mit einem weiteren
Flachentyp zu kombinieren. Im Folgenden betrachten wir die restlichen
Moglichkeiten, zwei Typen von Flichen zu kombinieren.

. Der Polyeder besteht nur aus n-Ecken, mit n grofler als 4, und 4-Ecken.

Gehen wir von einem n-Eck aus, so kénnen wir nur zwei 4-Ecke dazu
nehmen, da die Winkelsumme von drei 4-Ecken und einem n-Eck, mit
n > 4, grofer ist als 360°. Eine Konfiguration von zwei 4-Ecken und
einem n-Eck ergibt aber ein n-Prisma und ist deshalb ausgeschlossen.
Und fangen wir mit zwei n-Ecken an, so kann an der Ecke nur ein 4-
Eck sein wegen der Winkelsummenbeschrinkung. Allerdings kann n nicht
8 und groBer sein, auch wegen der Winkelsumme. Und wenn n ungerade
ist, wird die Konfiguration durch das zweite Lemma ausgeschlossen. Bleibt
also fiir n nur 6: Zwei 6-Ecke und ein 4-Eck liefern den Stumpfen Oktaeder.
Mehr als zwei n-Ecken und ein 4-Eck fiihren ebenfalls zu einer zu grofien
Winkelsumme.

4|\ n
6| 6 8 |8 1l
4 4
Stumpfer Oktaeder >360° >360° fiirn > 4

. Der Polyeder besteht nur aus n-Ecken, mit n groer als 4, und 5-Ecken.

Ein n-Eck und zwei 5-Ecke sind nach Lemma 2 ausgeschlossen und ein
n-Eck mit drei 5-Ecken liefert eine zu grofie Winkelsumme. Also brauchen
wir mindestens zwei n-Ecke und kénnen wegen der Winkelsumme so nur
ein 5-Eck dazu nehmen. Fiir n = 6 bekommen wir den Stumpfen Tkosaeder
und fiir grofere n ist die Winkelsumme grofler als 360°. Und mehr als zwei
n-Ecke ist auch wegen der Winkelsumme ausgeschlossen.
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Stumpfer Ikosaeder >360° >360° firn >4

Die kleinste der weiteren Eck-Konfigurationen aus nur zwei Flichenty-
pen, die wir noch nicht betrachtet haben, sind zwei 6-Ecke und ein 7-Eck.
Diese liefert aber schon mehr als 360°. Folglich sind alle weiteren Eck-
Konfigurationen auch ausgeschlossen. Also sind wir mit den Eck-Konfigu-
rationen, die aus zwei verschiedenen Flichen bestehen, fertig und betrach-
ten jetzt noch die Kombinationen mit drei verschiedenen Flichen.

. Der Polyeder besteht aus 3-, 4- und n-Ecken mit n gréfler als 4.

Zuerst gehen wir von einem n-Eck und einem 4-Eck aus. Dann passen
hochstens noch zwei 3-Ecke dazu. Doch ist der Fall mit zwei 3-Ecken nach
Lemma 3 ausgeschlossen und der Fall mit einem einzigen 3-Eck ebenfalls
nach Lemma 2.

A 3n 3|n 313
" 3/4 4]3 3 <4
3 n
unmdglich unmdglich unmoglich >360° fir n > 4

Wenn wir von zwei 4-Ecken und einem n-Eck ausgehen, so kann nur
noch ein 3-Eck dazu genommen werden, weil sonst die Winkelsumme
zu grof} wird. Auflerdem ist die Winkelsumme schon zu grofi bei n = 6.
Bleibt also nur ein 5-Eck, zwei 4-Ecke und ein 3-Eck. Diese 4-Ecke kénnen
nun nebeneinander oder gegeniiber auftreten; der erste Fall ist nach dem
dritten Lemma ausgeschlossen, der zweite Fall fiihrt zum Romben-Ikosi-
Dodekaeder.

3|4 3|4 3|6 3|4
415 5|4 414 416
Romben-Ikosi-Dodekaeder ~ unméglich = 360° = 360°

. Der Polyeder besteht aus drei verschiedenen Fliachentypen, wobei keins
von diesen vom Typ 3-Eck ist.

Stellen wir uns vor, der Polyeder hiitte an jeder Ecke vier Flichen. Die
kleinste Moglichkeit ist zwei 4-Ecke, ein 5- und ein 6-Eck. Doch schon
bei dieser ist die Winkelsumme grofler als 360°. Also kénnen die restlichen
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Polyeder an jeder Ecke nur drei verschiedene Flichen haben. Nach Lemma
2 kann keine dieser drei Flichen eine ungerade Anzahl von Kanten haben.
Es bleiben also nur Dreierkombinationen von 4-, 6-, 8-, 10-, 12-Ecken usw.
Tritt kein 4-Eck auf, so ist die kleinste Konfiguration ein 6-Eck, ein 8-
Eck und ein 10-Eck. Doch diese hat schon eine zu grofie Winkelsumme.
Also muf ein 4-Eck dabei sein. Betrachten wir die kleinsten verbleibenden
Konfigurationen 4-Eck-6-Eck-8-Eck, 4-FEck-6-Eck-10-Eck, 4-Eck-6-Eck-12-
Eck und 4-Eck-8-Eck-10-Eck. Die letzteren beiden liefern auch groflere
Winkelsummen als 360°. Ubrig bleiben die ersten beiden Eck-Konfigura-
tionen, welche im Groflen Romben-Kubo-Oktaeder bzw. Grofien Romben-
Tkosi-Dodekaeder zu finden sind.

4 4 4 4
Grofler Romben- Grofler Romben- = 360° >360°
Kubo-Oktaeder Ikosi-Dodekaeder

Wir haben jetzt alle Moglichkeiten, regelméflige n-Ecke so zu konvexen
Polyedern zusammen zu fiigen, daf} alle Eck-Konfigurationen gleich sind,
ausgeschopft. Alle nicht ausgeschlossenen Konfigurationen fithren zu den
dreizehn Archimedischen Polyedern, wenn wir bei der tatséichlichen Kon-
struktion die letzte Bedingung, dal nimlich keine Ecke gegeniiber den an-
deren ausgezeichnet, also alle Ecken fiquivalent sein sollen, erfiillen. Uber
die eindeutige Konstruktion haben wir uns ja schon ab Seite 28 Gedan-
ken gemacht und miissen jetzt nur die Polyeder mit weniger Symmetrie
ausschliessen (z.B. Millers Kérper, den irreguliren, verdrehten Romben-
Kubo-Oktaeder, siehe Seite 52).

Es fehlt jetzt nur noch zu zeigen, dafl die Eckpunkte der einzelnen Polyeder
auch wirklich auf einer Sphére liegen. Dies wird bei jedem einzelnen nach der
Konstruktion anhand der Eck-Koordinaten nachgewiesen. O

4.5 Konstruktion unter Ausnutzung der Symmetrien

Eine Art die Archimedischen Polyeder zu berechnen ist sicher die naheliegend-
ste; genauso wie wir sie aus Pappe bauen wiirden, kénnten wir mit z.B. einem
8-Fck anfangen und dessen Eckpunkte berechnen. Danach wiirden wir fiir die
angrenzenden Flichen Gleichungssysteme aufstellen, die vom Winkel zwischen
den Flichen abhingen. Bei aneinanderliegenden Flichen miissen beide Syste-
me zusammen also die Koordinaten der gemeinsamen Eckpunkte ergeben. Auf
diesen Koordinaten aufbauend entwickeln wir dann den Polyeder weiter in der
Hoffnung, daf} er sich zum Schlu8 auch schliefit. Daf} er dies dann auch tut, ist
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Abbildung 23: Ubersicht: Archimedische Polyeder

zumindest bei den gréfleren der Archimedischen Polyeder eher unwahrschein-
lich, was eine kurze Fehlerabschitzung dieser Berechnungen schnell zeigt (Siehe
Anhang B, Seite 93).

Da die Archimedischen Polyeder sich ausnahmslos durch verschiedene Arten
des ,,Abschneidens“ (englisch ¢runc, deshalb das T in der Kurzschreibweise) von
Ecken und/oder Kanten aus den Platonischen ergeben, diese aber alle auf den
Hexaeder zuriick zufiihren sind, ist es einfacher und genauer, auch diese drei-
zehn Polyeder im Hexaeder zu suchen. Dabei kénnen wir uns zu Nutze machen,
daB alle Archimedischen und Platonischen Polyeder gewisse Symmetrien haben,
von denen einige mit denen des Hexaeders iibereinstimmen. Wir sollten deshalb
bei den Berechnungen unser Augenmerk immer zuerst auf diese Symmetrien
richten. Denn bei geschickter Ausnutzung kénnen wir die Anzahl der wirklich
zuberechnenden Punkte moglicherweise auf ein vierundsechzigstel der Gesamt-
zahl der Eckpunkte reduzieren (ein symmetrisch angeordnetes 8-Eck auf einer
Hexaeder-Fliche) und miissen aulerdem nicht auf schon berechnete und damit
wahrscheinlich fehlerbehafteter Eckpunkte aufbauen.

Nach erfolgter Berechnung einiger weniger Eckpunkte miissen wir uns dann
nur noch Gedanken machen iiber die Permutationen der drei Koordinaten dieser
Punkte. Denn bei berechneten (z;y;z) und z.B. einer bestehenden 4-Symmetrie
der zy-Fliche folgen als weitere Punkte (y;—x;2), (—2;—y;2) und (—y;z;2). Au-
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Berdem konnen wir davon ausgehen, dafl auch eine 4-Symmetrie in der zz- und
in der yz-Fliche existiert, die Koordinaten also auch in der dritten Koordinate
durchpermutiert werden.

Noch einfacher wird es, wenn der Punkt auf der Diagonale der Fliche eines
Hexaeders liegt. Fiir alle anderen moglichen Symmetrien lassen sich dhnliche
Folgerungen aufstellen, die wir dann bei den einzelnen Polyedern ansprechen
werden.

Anhand dieser Symmetrien 148t sich auch schnell die Eigenschaft aller Archi-
medischen Koérper nachweisen, daf} alle Eckpunkte auf ein und derselben Sphére
liegen. Bei berechneten z, y und z ist durch die Linge des Vektors (z;y;z) schon
der Radius der Sphire gegeben, da Permutation bzw. Vorzeichenwechsel ein-
zelner Vektorkomponenten (durch das Quadrieren) an der Vektorlédnge nichts
dndert. Wir werden bei entsprechender Stelle noch genauer auf diese Eigen-
schaft eingehen.

Bei der aufgeschriebenen Reihenfolge der Archimedischen Polyeder folge ich
der der Platonischen Polyeder. Als erstes stelle ich die fiinf Polyeder vor, die
durch einfaches kurzes Abschneiden der Ecken aus den Platonischen Polyedern
entstehen, und nenne sie wie Kepler Stumpfe Polyeder. Dann stelle ich die
beiden Polyeder vor, bei denen soviel abgeschnitten wird, dafl sie auf halben
Weg zwischen den beiden Dualpaaren der Platonischen Polyeder stehen. Dar-
auf folgen deren abgestumpfte Versionen in kleiner und grofler Ausfithrung und
schliellich die beiden ungewdhnlichsten der Archimedischen Polyeder; den
Schrigen Hexaeder und den Schrigen Dodekaeder. Von beiden existieren eine
linke und rechte Version, wie es schon auf Seite 30 erwihnt wurde.

4.6 Der Stumpfe Tetraeder {TP,}

Den Stumpfen Tetraeder erhalten wir, wenn wir jede Kante des Tetraeders in
drei gleiche Teile teilen. Wenn wir uns weiterhin daran erinnern, daf} die Kanten
des Tetraeders die Diagonalen des Hexaeders sind und dieser gewisse Symme-
trien hat, langt es, wenn wir eine Koordinate eines der beiden Teilungspunkte
einer Diagonale des Hexaeders berechnen. Die zweite Koordinate wird den glei-
chen Wert haben (eventuell anderes Vorzeichen!), die dritte Koordinate ist 1.
Durch geschickte Permutation dieser drei Koordinaten erhalten wir alle Punkt-
Koordinaten des Stumpfen Tetraeders.

-L;-g;—9 -l;g;9 g¢;—-1ig
-9;-L—-¢9 ¢;9;-1 —g;—9;—1
9:—9;1 —g;9,1  ¢;1;—g
-9 Ligi—g9g 1,—g9

mitg:%
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Abbildung 24: Stumpfer Tetraeder

Es ist leicht zu sehen, dafy alle Eckpunkte den gleichen Abstand zum Ur-
sprung /1 + 2¢2 = %\/11 haben und somit auf einer Sphire liegen.

Der Stumpfe Tetraeder besteht aus vier 6-Ecken und vier 3-Ecken, hat acht-
zehn Kanten und zwdlf Ecken. Die Kantenléinge des so konstruierten Stumpfen
Tetraeders betragt %\/5 .

Vier 3-Symmetrien auf den Flichen und drei 2-Symmetrien auf den Kanten
zwischen den 6-Ecken lassen sich beim Stumpfen Tetraeder finden. Die Eck-
Symmetrien sind vollstindig verschwunden.

4.7 Der Stumpfe Hexaeder {TPg}

Der Stumpfe Hexaeder entsteht durch Abschneiden der Ecken eines Hexaeders
in einer Art und Weise, dafl der Teil der Orginalkante, der in der Mitte dieser
nach dem Schneiden iibrig bleibt, genauso lang ist wie die Kante des 3-Ecks,
was durch das Schneiden entstanden ist. Eine Moglichkeit, dieses Mittelstiick zu
berechnen, ist die Einschreibung eines 8-Ecks in das 4-Eck des Hexaeders, sodaf}
aus dem halben Winkel zwischen den Linien zweier benachbarter 8-Eckpunkte
zu deren Mittelpunkt und den Inkreisradius des 8-Ecks (gleich des vom 4-Eck,
also 1) mit Hilfe des Tangens die Kantenlinge 2-tan 22, 5° = 0, 8284271247 folgt.
Fiir unsere Koordinatenberechnungen brauchen wir natiirlich nur die Hilfte der
Kante, also tan22,5°, als Koordinate. Diese mufl nur noch mittig auf jeder
Kante einmal positiv, einmal negativ aufgetragen werden und schon haben wir
alle Eckpunktkoordinaten.

-1i-1,-9g -Li-Lg -Li—-¢g;—-1 —-lig;-1 —g;-1;-1 g¢;-1;-1

-L-g1l -Lgl —g-11 g¢g-L1 -Ll-g -llyg
—g; ;1 g1 L-li—g L-Lg 1—-g—-1 1g-1
L —g;1 Lg;l L1 —g LLg -—gLi-1 gl-1

mit g = tan22,5° = v/2 — 1 = 0,4142135624
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Abbildung 25: Stumpfer Hexaeder

Auch hier sieht man gleich, daf§ alle Eckpunkte auf einer Sphiire liegen mit
Radius /2 + ¢2.

Unser Stumpfer Hexaeder besteht also aus sechs 8-Ecken und acht 3-Ecken,
hat sechsunddreiflig Kanten und vierundzwanzig Ecken. Die Kantenlinge dieses
Stumpfen Hexaeders betrigt 2g.

An Symmetrien konnen wir sechs 4-Symmetrien auf den 8-Ecken, vier 3-
Symmetrien auf den 3-Ecken und sechs 2-Symmetrien auf den Kanten zwischen
zwel 8-Ecken finden. Auch hier gibt es keine Eck-Symmetrien mehr.

4.8 Der Stumpfe Oktaeder {TPg}

Um die Koordinaten des Stumpfen Oktaeders zu erhalten, miissen wir die Kan-
ten des Oktaeders in drei Teile teilen. Ausgehend vom Hexaeder berechnen wir,
daB die Kantenlinge des Oktaeders v/2 betrigt. Also betriigt die Kantenlinge
des Stumpfen Oktaeders ein drittel davon. Da die gesuchten Koordinaten aber in
zwei Achsen-Richtungen angegeben werden miissen, konnen wir diese Achsen-
abschnitte (welche die Linge 1 haben) direkt dritteln. Demnach bekommen
wir fiir die Kante des Oktaeders zwischen (1;0;0) und (0;1;0) die zwei neuen
Punkte (3;2;0) und (;4;0). Durch Ausnutzung der Eck-Symmetrien des Okta-
eders (gleich den Flichen-Symmetrien des Hexaeders) bekommen wir mit diesen
Punkten die restlichen Eck-Koordinaten.

g:0;0  higi0  g; =10 —g; ;0
g:0;h  h;i0;9  g;0;=h  h;0;—g
—9;h0 —h;9;0 —g;—h;0 —h;—g;0
-9;0;h —h;0;9 —g;0;—h —h;0;—g
0;9:h  O;h;g  0O;9;—h  O;h;—g
0;—g;h 0;=h;g 0;—g;—h 0;-h;—g

o

Auch hier ist klar, daf} alle Ecken auf einer Sphére liegen mit Radius %\/5
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Abbildung 26: Stumpfer Oktaeder

Acht 6-Ecke, sechs 4-Ecke, sechsunddreiffig Kanten und vierundzwanzig
Ecken bilden den Stumpfen Oktaeder. Die Kantenldnge des so konstruierten
Stumpfen Oktaeders ist /2.

Der Stumpfe Oktaeder hat vier 3-Symmetrien auf den 6-Ecken, drei 4-Sym-
metrien auf den 4-Ecken und sechs 2-Symmetrien auf den Kanten zwischen zwei
6-Ecken.

Manchmal wird der Stumpfe Oktaeder auch Kelvins Kérper nach William
Thomson (Lord Kelvin) genannt, da dieser den Polyeder ausgiebig auf seine
raumausfiillenden Eigenschaften — zusammen mit dem Hexaeder — untersucht
hat.

4.9 Der Stumpfe Dodekaeder {TP,}

Die Koordinaten der Eckpunkte des Stumpfen Dodekaeders lassen sich aus den
Eckpunkten eines Dodekaeders berechnen, indem jede Kante in drei Teile geteilt
wird, wobei der mittlere Teil gréfier als die Seitenteile sind. Sei £ die Kantenlidnge
des Stumpfen Dodekaeders (also der mittlere Teil) und p die Kantenlinge des
Dodekaeders.

Da die 10-Ecke des Stumpfen Dodekaeders aus den 5-Ecken des Dodekaeders
durch Abschneiden der Ecken entstehen und der Flichenwinkel des 10-Ecks 144°
ist, folgt daraus, dafl der Flichenwinkel des gleichschenkligen 3-Ecks (welches
vom 5-Eck abgeschnitten werden muf) 36° betrigt.

Wir wissen vom Dodekaeder weiterhin, dafy die Seiten der 5-Eck-Flichen
p = 2-e = v/5—1lang sind. Wir suchen nun die Kantenlinge k eines regelmiifligen
10-Ecks, das entsteht durch Abschneiden gleichschenkliger 3-Ecke vom 5-Eck.

Zur Berechnung von k aus p betrachten wir die halben Kantenlingen § = e
und % = k' . Sei | die Linge der Schenkel des gleichschenkligen 3-Ecks, das vom
5-Eck abgeschnitten werden muf.

Aus cos36° = kT’ folgt | = _k__ AuBerdem besteht die offensichtliche Be-

cos 36°
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ziehung

e=k+l=l=e—k=

;L e _ \/5—1
1+ e 24 2o

cos 36 cos 36

= (0,2763932023.

Also ist die Kantenlénge k des, aus dem auf Seite 21 dargestellten Dodeka-
eder, konstruierten Stumpfen Dodekaeder k = 2k’ = 0, 5527864046. Angefangen
mit den Dodekaeder-Kanten, die iiber den Flichen des Hexaeders liegen, er-
halten wir mit b = g die halbe Kantenlénge fiir die ersten zwolf Punkte des
Stumpfen Dodekaeders. Mit den bekannten Kantenlingen lassen sich jetzt mit
einfacher Vektorrechnung die restlichen Punkte ausrechnen:

0;1+eb 0;14e—-b 0;—1—e;b 0;—1—e;-b
14+eb,0 14+e—-b;0 —1—e5,0 —1—e;—-b;0
b;0;1+e —b;0;14+e b;0;—-1—e —b;0;—-1—c¢

b;c;d d; f;g —b;c;d —d; fi g
b;c; —d d; fi—g —b;c; —d —d; f;—g
b; —c;d d;—f;g —b;—c;d —d;—f;g
b;—c;—d di—f;—g —byj—c;—d —d;—f;—g

c;d;b fi9:d c;d; —b fi9;—d
c;—d; b fi—g;d c;—d; —b fi—g;—d
—c;d;b —f;9;d —c;d;—b —fi9;—d
—c;—d;b  —fi—g;d —c;—d;=b —f;—g;—d

d;b;c g;d; f d; —b;c g;—d; f
—d;b;c -g;d; f —d; —b;c -g;—d; f

dib;—c  gdi—f  d=b-c  gi=di—f
—dib;—c  —gidi—f —di=bj—c —g;—d;—f
mit e = 0,6180339885 b= £ =0,2763932023 ¢ = 1,447213595

d=%=0,7236067976  f=1,170820393 g = 0,8944271906

Die Eigenschaft, daf} alle Eckpunkte auf einer Sphére liegen, 148t sich schnell
iiberpriifen, da (1 + €)? + b2 = 2,694427189, ¢® + d? + b = 2,694427189 und
d® + f? + g% = 2,694427189.

Der Stumpfe Dodekaeder besteht aus zwolf 10-Ecken, zwanzig 3-Ecken, neun-
zig Kanten und sechzig Ecken. Seine Kantenlénge betrégt nach der obigen Kon-
struktion 0, 5527864046.

AuBlerdem hat der Stumpfe Dodekaeder sechs 5-Symmetrien auf den 10-
Ecken, zehn 3-Symmetrien auf den 3-Ecken und fiinfzehn 2-Symmetrien auf den
Kanten zwischen zwei 10-Ecken.
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Abbildung 27: Stumpfer Dodekaeder

4.10 Der Stumpfe Tkosaeder {TPy}

Den Stumpfen Tkosaeder erhalten wir einfach aus dem auf Seite 19 konstruierten
Ikosaeder, bei dem wir jede Kante in drei Teile teilen. Aus der Kantenléinge des
Tkosaeders v/5 — 1 = 1,236067997 folgt durch Dreiteilung die Kantenlinge des
Stumpfen Ikosaeders £ (v/5—1) = 0,4120226591 und daraus die Koordinaten der
Teilungspunkte der Kanten des Ikosaeders, die bei der Konstruktion auf Seite
19 mit HJ bezeichnet ist. Durch die Symmetrien des Hexaeders bekommen wir
so die zu den sechs Hexaederflichen korrespondierenden zwolf Ecken. Fiir die
restlichen miissen wir den Weg iiber die Vektorrechnung nehmen.

L f 0;1;,—f 0;-1; f 0;-1;—f
i 50 1;—-f;0 -1; f;0 -1,-£;0
0;1 —f;0;1 f;0;—-1 —f;0;—1
h f ]akal _gah;f f ga
=hf 5=kl —g=hif  —f;—g;
ghi—f  g5iki—=l —gh—f —fig;—

g —hi—f ji—=ki—=l —g;—h;—f —f;—g;—h

h; fig kil;j —h; f;g —k;l;j
h;—f;g k; =1 j —h;=fi9  —ki=l;j
h; f;— kil —j =h;fi—g  —kl;—j
h; f, ki—l;—j —h—fi—g —k—-l—j

l;J,k fig:h =l j; k —Ji ksl
L=jsk  fi—gh  —l;—j;k —J;—k;l
Lis—k  figi—h  —lji—k  —jiki—l

L—=ji—k fi—gi—h —li—ji—k —j;i—k;—l
mite= Y21  f=1le  |=2¢=0,4120226591
- 2 - 3 - 3 -

g=2 j=1  h=0,7453559924 k= 0,8726779962
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Abbildung 28: Stumpfer Tkosaeder

Um zu zeigen, da} auch bei diesem Polyeder alle Eckpunkte auf einer Sphire
liegen, miissen wir nachweisen, dafl die Vektoren (0;1;f), (g;h;f) und (I;5;k)

gleich lang sind. Das heif}t, mit d; = \/1+ f2, dy = \/g> + h® + f2 und d3 =
V12 + j2 + k2 muB gelten dy = dy = ds:
di= (J1+(Le)? = /1+ O~ 10209998374

ds \/ 4 10,74535599242 + (Le)?  ~1,0209998373

ds = \/(%3)2 - % +0,87267799622 =~ 1,0209998373

Abgesehen von Rundungsfehlern in der letzten Ziffer (aufgrund der schon ge-
rundeten Werte fiir & und k) stimmen die Werte fiir d;, d» und dj iiberein. Alle
Eckpunkte liegen damit auf einer Sphire.

Der Stumpfe Tkosaeder besteht aus zwanzig 6-Ecken, zwolf 5-Ecken, neunzig
Kanten und sechzig Ecken. Die Kantenlinge dieses Stumpfen Ikosaeders betrigt
2

§€.

An Symmetrien sind bei diesem Polyeder zehn 3-Symmetrien auf den 6-
Ecken, sechs 5-Symmetrien auf den 5-Ecken und fiinfzehn 2-Symmetrien auf den
Kanten zwischen zwei 6-Ecken zu finden. Eck-Symmetrien sind nicht vorhanden.

Dies ist der in unser heutigen Zeit wohl populirste Archimedische Polyeder,
denn allwochentlich starren Millionen von Sportfans und Fernsehzuschauer auf
ihn, wenn zweiundzwanzig bunt gekleidete Manner hinter ihm herlaufen und ihn
durch Tritte in Bewegung setzen; der Fufiball.

4.11 Der Kubo-Oktaeder {Cs=(C3+C3)req)}

Den Kubo-Oktaeder erhalten wir durch das Abschneiden der Ecken des He-
xaeders wie beim Stumpfen Hexaeder. Diesesmal setzen wir den Schnitt aber
tiefer an und schneiden die Ecken so ab, daf} sich die entstehenden 3-Ecke in der
Kantenmitte beriihren. Fiir die Koordinatenberechnung miissen wir also nur die
Kanten des Hexaeders halbieren.
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1:1;0 0;1;1 1;0;1
-1;1;0 0;-1;1 —-1;0;1
1;-1;0 0;1; -1 1;0;-1

-1;-1;0 0;-1;-1 —-1;0;-1

A

Abbildung 29: Kubo-Oktaeder

Bei diesem Polyeder kann auf Anhieb gesehen werden, daf} alle Eckpunkte
auf einer Sphire liegen, da die Vektoren aller Eckpukte +/1 + 1 = v/2 lang sind.

Zusammengesetzt ist der Kubo-Oktaeder aus sechs 4-Ecken, acht 3-Ecken,
vierundzwanzig Kanten und zwolf Ecken. Nach dieser Konstruktion ist eine
seiner Kanten /2 lang.

Bei dem Kubo-Oktaeder lassen sich die drei 4-Symmetrien auf den 4-Ecken
vom Hexaeder und die vier 3-Symmetrien auf den 3-Ecken vom Oktaeder wieder-
finden. Kanten-Symmetrien besitzt der Kubo-Oktaeder nicht, dafiir aber sechs
2-Symmetrien auf den Ecken, die von den Kanten-Symmetrien des Oktaeders
und des Hexaeders herriihren.

Wie in der Kurzschreibweise gesehen, ist auch der Kubo-Oktaeder zusammen
gesetzt aus zwel sogenannten 3-Kupolas (=Kuppeln), die je aus einem 6-Eck,
drei 4-Ecken und vier 3-Ecken bestehen. AuBerdem hat die Kurzschreibweise
noch den Index [reg]; dies bedeutet, dafl das Zusammenfiigen der beiden Kupo-
las in regulérer Weise erfolgen soll, daf} also das Zusammengefafite ein hochst-
mogliches Mafl an RegelméBigkeit /Regularitéit hat. Hier bedeutet das, da§ wir
die Kupolas so an ihren 6-Ecken zusammenkleben, dafl die Kanten von 3- und
4-Ecken sich beriihren. Nur so finden wir auch die oben genannten Symmetrien.

Die alternative Zusammensetzung zweier 3-Kupolas ({(C3+C3)[irreg]}) ist
zwar auch Familienmitglied der konvexen, durch regelmifiige n-Ecke begrenzten
Polyeder, aber durch das geringere Maf} an Symmetrie kein Archimedischer Po-
lyeder. So sind z.B. auch die Eck-Konfigurationen verschieden: Es tritt (3,4,3,4)
auf, aber auch (3,3,4,4).

4.12 Der Ikosi-Dodekaeder {I,,=(R54Rs)[reg}

Jetzt wiederholen wir das Abschneiden der Ecken am Tkosaeder wie beim Stump-
fen Tkosaeder. Nur schneiden wir auch hier wieder mehr ab, sodaf} sich die ent-
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stehenden 3-Ecke an ihren Ecken beriihren. Also miissen wir auch hier effektiv
nur die Kanten des Ikosaeders halbieren.

14600 —1—¢;0;0 0;14+60 0;—-1—e€;0 0;0;14e 0;0;—1—c¢

a;b;c a;b;—c a;—b;c a; —b;—c —a;b;c —a;b; —c
—a;—b;c  —a;—b;—c c;a;b c;a;—b c;—azb c;—a;—b
—c;a;b —c;a;—b  —c¢;—a;b  —c;—a;—b b;c;a b;c;—a
b;—c;a b;—c;—a —b;c;a —b;c;—a  —b;—c;a —b;—c;—a

mit e = 0,6180339885 a = 0,8090169943 b=1 c = 1,309016995

2

Abbildung 30: Tkosi-Dodekaeder

Abgesehen von Rundungsfehler in der letzten Ziffer durch das Rechnen mit
den gerundeten Werten von a, b und ¢ sind die Vektoren (1+e¢;0;0) und (a;b;c)
gleich lang ( 1,6180339885 ~ 1,618033989); somit liegen alle Eckpunkte auf
einer Sphéire.

Der Ikosi-Dodekaeder besteht zwolf 5-Ecken, zwanzig 3-Ecken, sechzig Kan-
ten und dreiflig Ecken. Die Kante hat die Linge 1 + e.

Wie beim Kubo-Oktaeder finden wir auch hier einige Flichen-Symmetrien
der beiden namensgebenden Polyeder. Wir finden sechs 5-Symmetrien auf den
5-Ecken vom Dodekaeder, zehn 3-Symmetrien auf den 3-Ecken vom Tkosaeder
und fiinfzehn 2-Symmetrien auf den Ecken, die von den Kanten-Symmetrien des
Dodekaeder bzw. Ikosaeders stammen. An Kanten-Symmetrien kann auch der
Ikosi-Dodekaeder nichts vorweisen.

Auflerdem besteht auch der Ikosi-Dodekaeder, wie der Kubo-Oktaeder, aus
zwei kuppelformigen Hélften, die sich hier allerdings Rotunda, genauer 5-Rotun-
da wegen des 5-eckigen ,Daches“, nennen (siehe auch Abbildung 21 auf Seite
32). Und auch hier ist es nétig, den Index [reg] mit in die Kurzschreibweise
aufzunehmen, um sicher zu gehen, dafl beim Zusammenfiigen 3-Eck auf 5-FEck
fallen, um moglichst viele Symmetrien zu erhalten.
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4.13 Zwischenbetrachtung fiir die nichsten vier Polyeder

Die ersten fiinf Archimedischen Polyeder erhielten wir durch einfaches Abschnei-
den aller Ecken der Platonischen Korper, wobei wir von den urspriinglichen
Kanten das mittlere Stiick stehen lielen. Auch die nichsten beiden Polyeder
erhielten wir durch Abschneiden aller Ecken der Platonischen Polyeder. Dabei
sind wir beim Kubo-Oktaeder vom Hexaeder ausgegangen und haben dort die
Ecken so tief abgeschnitten, daf3 sich die Schnitte benachbarter Ecken in der
Kantenmitte beriihrten. Wie man leicht sieht, wére derselbe Polyeder Resultat
des gleichen Abschneidens aller Ecken vom Oktaeder (Dual des Hexaeders). Da-
nach schnitten wir auch vom Ikosaeder alle Ecken so tief ab, daf} sich die Schnit-
te in der Kantenmitte trafen und erhielten den Ikosi-Dodekaeder. Auch diesen
kénnen wir durch dieselbe Manipulation des Dodekaeder (Dual des Ikosaeders)
erhalten. Diese beiden zu letzt konstruierten Archimedischen Polyeder tragen
deshalb als Namen die Zusammensetzung der beiden Platonischen Polyeder und
sind, wenn wir eine Serie von Abschnitten zunehmender Tiefe betrachten, genau
zwischen den jeweiligen beiden Platonischen Koérpern.

Als logischen néchsten Polyeder miifiten wir nun eigentlich den Tetraeder
tiefer beschneiden als beim Stumpfen Tetraeder. Doch die Tatsache, daf3 der
Tetraeder zu sich selber dual ist (siche auch Seite 22), filhrt dazu, dafi wir
keinen neuen Polyeder erhalten, sondern einen Oktaeder; er befindet sich mit
zunehmender Schnitttiefe in der Mitte zwischen zwei Tetraedern.

Um jetzt noch neue Polyeder durch symmetrisches Abschneiden von Ecken
zu erhalten, gehen wir also zu den schon konstruierten Polyedern iiber. Durch
das Abschneiden aller Ecken der Stumpfen Polyeder bekommen wir aber keine
Polyeder, die aus regelméfigen n-FEcken bestehen. Bei diesen stoflen an allen
Ecken drei Flichen zusammen, zwei gleichen Typs und eine andere. Deshalb
erhalten wir an diesen Ecken als Vertex-Figur (sieche Seite 26) 3-Ecke mit ver-
schieden langen Kanten.

Wir konnten jetzt auf die Idee kommen, die so erhaltenen Polyeder etwas
zu verzerren, d.h. wir betrachten die Menge der Ecken und Kanten, wobei die
Kanten aus Gummi sind, also variable Linge haben; auch sind die Winkel nicht
fest. Jetzt verkiirzen wir die langen Kanten etwas und verldngern die kurzen
gleichzeitig, bis sie gleich lang sind. Erhalten wir dann neue Archimedische Po-
lyeder?

Schneiden wir die Ecken ab und lassen die Mitte der alten Kanten stehen,
dann erhalten wir unter anderem fiir den beschnittenen Stumpfen Tetraeder, den
beschnittenen Stumpfen Oktaeder und den beschnittenen Stumpfen Tkosaeder
die Eck-Konfiguration (3,12,3,12), fiir den beschnittenen Stumpfen Hexaeder
(3,16,3,16) und fiir den beschnittenen Stumpfen Dodekaeder (3,20,3,20); all diese
Konfigurationen iiberschreiten die Winkelsummenbegrenzung weit und fithren
deshalb nicht zu konvexen Polyedern, geschweige denn zu Archimedische.

Auch das tiefere Beschneiden der Stumpfen Archimedischen Polyeder, sodafl
sich die Schnitte in den Kantenmitten treffen, fithrt zu Eck-Konfigurationen
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(3,6,3,6), (3,8,3,8) bzw. (3,10,3,10). Auch hier sind die Winkelsummen nicht
kleiner als 360°.

Gehen wir also weiter zu den beiden zuletzt konstruierten Polyedern; dem
Kubo-Oktaeder und dem Ikosi-Dodekaeder. Beim Beschneiden erhalten wir auch
Vertex-Figuren, die nicht regelméfig sind. Kénnen wir hier vielleicht durch das
Entzerren auf neue Achimedische Polyeder kommen? Die Betrachtung der dann
entstehenden Eck-Konfigurationen (fiir den Kubo-Oktaeder (4,6,8) und (3,4,4,4)
und fiir den Ikosi-Dodekaeder (4,6,10) und (3,4,5,4), jeweils flach und tief ge-
schnitten) bejaht diese Frage. Entzerrte Polyeder miifiten also regelmiiflige Fl&-
chen und gleiche Eck-Konfigurationen haben und konvex sein.

Wie sieht man die Existenz dieser Entzerrung? Beide nicht beschnittenen Po-
lyeder basieren auf Grundpolyeder (Hexaeder bwz. Ikosaeder), d.h. da8 bei den
beschnittenen Polyedern die Flichen gréfiten Typs (abgesehen von den , Rom-
ben“) immer auf den Fliichen des Grundpolyeders liegen. Schneiden wir jetzt die
Ecken des Kubo-Oktaeders bzw. Ikosi-Dodekaeders ab, dann hat der resultieren-
de Polyeder grofie Polygone groBen Typs (mit groer Kantenlinge), Rechtecke
(mit den Seiten a # b) und kleine Polygone kleinen Typs (mit kleinerer Kan-
tenlidnge).

Die dihedralen Winkel® zwischen den Flichen stimmen aber schon mit de-
nen der entzerrten Archimedischen Polyedern iiberein. Da die Umgebungen aller
Ecken jedes dieser Polyeder dquivalent sind, betrachten wir jetzt nur die Umge-
bung einer Flache kleinen Typs. Nach Konstruktion grenzen dort maximal drei
verschiedene Flichen-Typen aneinander, wobei mindestens ein Rechteck dabei
ist. Durch Parallelverschiebung der Ebene, auf der die Fliche kleinen Typs liegt,
in Richtung Polyeder-Mittelpunkt wird die Schnittgerade dieser Ebene mit der
Ebene des Rechtecks in Richtung Rechteck-Mittelpunkt um e verschoben. Glei-
ches passiert mit den anderen Schnittgeraden dieser Ebene mit den Ebenen der
anderen an diese Fliche kleinen Typs angrenzenden Rechtecke. Diese Schnittge-
raden bilden immer eine Fléche desselben Typs, aber mit variabler Kantenléinge
(abhiéngig von der Verschiebung um e zum Polyeder-Mittelpunkt).

Fiir jedes £ betrachten wir jetzt das Rechteck: Mit wachsendem ¢ wach-
sen auch die beiden kurzen Seiten des Rechtecks gleichzeitig (aus Symmetrie-
griinden, wenn alle Flichen kleinen Typs um ¢ verschoben werden). Da diese
Bewegung stetig ist, existiert ein £*, sodafl die kurzen und langen Seiten des
Rechtecks gleich werden; wir erhalten (regelméifige) 4-Ecke.

Die Ecken der Flichen grofien Typs machen mit wachsendem e auch alle
gleichzeitig eine solche Bewegung mit, daf} sich die Ebenen durch diese Flichen
parallel vom Polyeder-Mittelpunkt weg verschieben, sodaf fiir alle € eine Fliche
groflen Typs mit den verkiirzten langen Kanten der Rechtecke entsteht. Bei £*
haben also alle Kanten die gleiche Linge und der neue Polyeder besteht aus

6Der dihedrale Winkel ist der Winkel, den die Schnittlinien der beiden Flichen mit der
Ebene senkrecht zur gemeinsamen Kante zueinander haben. Es ist also der Winkel der beiden
Flachen zueinander.
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4-Ecken und Flichen grofien und kleinen Typs. Wir erhalten einen entzerrten
Archimedischen Kérper.

Also haben wir fiir die nichsten vier Polyeder Konstruktionsansiitze; aus-
gehend vom Kubo-Oktaeder und vom Ikosi-Dodekaeder je ein tiefes und ein
flaches Abschneiden aller Ecken und anschliefendes Entzerren.

4.14 Der Romben-Kubo-Oktaeder {RCs=(C4+Prg+Cy)reg }

Beim Romben-Kubo-Oktaeder miissen wir uns vorstellen, einem Kubo-Oktaeder
alle Ecken so abzuschneiden, dafl die so entstehenden Rechtecke sich an den
Ecken beriihren. Wir suchen aber nach den Koordinaten des entzerrten Poly-
eders. Aus diesem Grund kénnen wir die Eck-Koordinaten des Romben-Kubo-
Oktaeder nicht durch Kantenteilung des Kubo-Oktaeders berechnen, sondern
miissen gewisse 4-FEcke auf den Flichen des Hexaeders finden, sodaf} alle Kan-
ten des entstehenden Polyeders gleich sind.

Wir machen uns jetzt zu Nutze, dafl der gesuchte Polyeder aus drei Giirteln,
bestehend aus je acht 4-Ecken, zusammengesetzt ist in einer Art und Weise, daf3
sich die Giirtel durchdringen und je in zy-, xz- und yz-Ebene liegen. Da jeweils
vier der acht 4-Ecke auf den Flichen des Hexaeders liegen und die anderen vier
mit Hexaeder-Kanten korrespondieren, suchen wir also nur ein in ein 4-Eck der
Kantenlénge 2 eingeschriebenes 8-Eck. Dieses 8-Eck hat also einen Inkreis mit
Radius 1. Mit der Tangensfunktion folgt aus dem halben Komplementirwinkel
des 8-Ecks (= % = 22,5°) und der Ankathete 1 (=Radius des Inkreises) die
Gegenkathete g (=halbe Kantenlinge) und die Kantenlinge k& des Romben-
Kubo-Oktaeders:

g= g =1-tan22,5° = k = 2 - tan 22,5° = 0, 8284271247 .

Die Koordinaten der acht Ecken miissen wir aber nicht alle berechnen; ein Punkt
geniigt. Und dieser hat, da er auf einer Fliche des Hexaeders liegt, in einer
Koordinate eine 1, die anderen beiden Koordinaten miissen positiv oder negativ
und dem Wert nach die halbe Kantenlinge, also g sein.

Lggg Lig—-g9 L-9g9 1,—g;—g
-Lig;g —-Ligs—g9 —-1,—-g;9 —-1;—g;—9g
glg g¢li—-g -—-gL,g —gl;—g
g:-Lg ¢g-1,—9g —g;—-19 —g;-1;—g
9951 g¢-91 —-g;9;1 —g;—g;1
9:9;—1 ¢;—¢9;-1 —g59;—-1 —g;—g;—1

mit g = £ = tan22,5° = 0,4142135624

Da die Vekoren aller Eckpunkte die Form (+1;4+¢;%+¢g) bzw. dessen Permu-
tation haben, ist es klar, daf} alle Ecken des Romben-Kubo-Oktaeders auf einer
Sphare liegen.
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Abbildung 31: Romben-Kubo-Oktaeder

Zusammengesetzt ist dieser Korper aus achtzehn 4-Fcken, acht 3-Ecken,
achtundvierzig Kanten und vierundzwanzig Ecken. Die Liange jeder Kante be-
tragt k.

Der Romben-Kubo-Oktaeder hat drei 4-Symmetrien auf den 4-Ecken, die an
vier 3-Ecke grenzen, sechs 2-Symmetrien auf den 4-Ecken, die an nur zwei 3-
Ecken liegen, vier 3-Symmetrien auf den 3-Ecken. Kanten- oder Eck-Symmetrien
konnen wir nicht finden.

Auch in dem Romben-Kubo-Oktaeder kénnen wir andere regelméflige n-Fcke
erkennen, nimlich sechs 8-Ecke - dies haben wir ja auch bei der Berechnung aus-
genutzt. Aus diesem Grunde kann auch dieser Archimedische Polyeder in Teile
zerlegt werden, in einen 8-Prisma (={Prg}) in der Mitte (einer unserer Giirtel!)
und in zwei kuppelartige Gebilde dariiber und darunter. Da diese wie die 3-
Kupola aufgebaut sind, nur als ,Dach® ein 4-Eck anstatt eines 3-Ecks haben,
nennen wir diese einfach 4-Kupola (siehe auch Seite 32, Abbildung 21). Beim
Zusammensetzen dieser drei Polyeder haben wir aber nicht die Moglichkeit, 3-
Eck auf 4-Eck zu legen, da der Giirtel dazwischen ist. Und trotzdem ist der
Index [reg] auch hier nétig. Stellen wir uns vor, wir wiirden eine 4-Kupola um
ein achtel verdreht auf das 8-Prisma kleben (dieser Polyeder nennt sich Millers
Korper). Damit beriihren jetzt acht 4-Ecke jeweils drei 3-Ecke, zwei an den Spit-
zen, eine an einer Kante. Immernoch sind jetzt zwar alle Eck-Konfigurationen
gleich, doch sind die Ecken selber nicht mehr alle austauschbar, das heifit nicht
mehr dquivalent. Denn die sechzehn Ecken des Giirtels sind jetzt gegentiber
den acht Ecken der beiden Kupola-Déchern ausgezeichnet, denn sie grenzen an
die 4-Fcke an, die jetzt mit drei 3-Ecken in Kontakt stehen. Dieses verringert
aber das Mafl an Symmetrie und fiihrt deshalb nicht zu einem Archimedischen
Korper.

Hier sollte noch einmal darauf hingewiesen werden, daf} die vollstindige De-
finition einer Polyeder-Familie wichtig ist. Historisch gesehen, wurde bei unserer
Definition der Archimedischen Polyeder oft die Bedingung ,,dquivalente Ecken“
durch ,gleiche Eck-Konfigurationen“ wie bei den Platonischen Polyedern, wohl
aus dsthetischen Griinden oder wider besseren Wissens, ausgetauscht. Man ging
wohl damals implizit davon aus, dafl alle Ecken gleichwertig sein sollten, doch
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Abbildung 32: Vergleich von Millers Kérper {RCs}irreg) und dem Romben-
Kubo-Oktaeder {RCs }{reg]

fiihrten die etwas lascheren Definitionen oft zu Entdeckungen weiterer Pseudo-
Archimedischen Polyeder wie Millers Korper.

4.15 Der Grofie Romben-Kubo-Oktaeder {gRCs}

Beim Romben-Kubo-Oktaeder haben wir zuerst die Ecken tief abgeschnitten,
sodaf} die Schnitte sich an den Mittelpunkten der urspriinglichen Kanten trafen.
Schneiden wir jetzt etwas flacher ab, so erhalten wir verzerrte Rechtecke von den
fehlenden Ecken, 6-Ecke fiir die urspriinglichen 3-FEcke und fiir die 4-Ecke 8-Ecke
auf den Flichen des Hexaeders.

Gesucht sind die beiden anderen Koordinaten a und b eines Punktes auf
einem 4-Fck des Hexaeders, ausgehend vom Flichenmittelpunkt, da die dritte
Koordinate mit der der Fliche identisch 1 ist. Die Koordinaten der restlichen
anderen Ecken des Grofien Romben-Kubo-Oktaeders sind dann die Kombina-
tionen von 1, —1, a, —a, b und —b.

Sei k die Kantenlinge des Groflen Romben-Kubo-Oktaeders. Dann wissen
wir, daf} sich eine Kante des Hexaeders (= 2) aus einer gRCg-Kante k und vier
Teilen zusammen setzt, die den Kosinus-Betrag der Linge einer gRCg-Kante

haben, die um 45° abgelenkt ist (also k\/g =k+ 4k\/g =2).

. _ 2 _ . . _ k _
Also ist k£ = T 0,5224077498 . Folglich ist a = 5 = 0,2612038749

und b= &+ /5 = a+k/% = 0,6306019373.

1;a;b 1;a;—b 1;—a;b 1;—a;—b
—1;a;6 —1;a;-b —-1;,—a;b —1;—a;-0b
1;b;a 1;b;—a 1;—b;a 1;—b;—a
—1;b;a —1;b;—a —1;—-bj;a —1;—b;—a
a;1;b a;1;-b —a;1;b —a;1;—b
a;—1;b a;—-1;,-b —a;—-1;b —a;—1;-b
b;1;a b;1;—a —b;1;a —b;1;—a
b;—1;a b;—1;—a —b;—1;a —b;—1;—a
a;b; 1 a; —b; 1 —a;b;1 —a;—b;1
a;b;—1 a;—b;—1 —a;b;—1 —a;—b;—1
b;a;1 b; —a; 1 —bya;1 —b; —a;1
b;a;—1 b;—a;—1 —bja;—1 —b;—a;—1
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mit a = 0,2612038749 b=0,6306019373

Abbildung 33: Groler Romben-Kubo-Oktaeder

Auch hier ist der Nachweis der Gleichheit der Lingen der Vektoren aller
Eckpunkte trivial. Alle Ecken liegen auf einer Sphire.

Der Grofle Romben-Kubo-Oktaeder ist aufgebaut aus sechs 8-Ecken, acht
6-Ecken, zwolf 4-Ecken, zweiundsiebzig Kanten und achtundvierzig Ecken. Die
Kantenlénge betragt k.

An Symmetrien hat dieser Polyeder drei 4-Symmetrien auf den 8-FEcken,
vier 3-Symmetrien auf den 6-Ecken und sechs 2-Symmetrien auf den 4-Ecken
vorzuweisen. Kanten- oder Eck-Symmetrien gibt es nicht.

4.16 Der Romben-Ikosi-Dodekaeder {RI;,=(RI;;’+3-C;){reg }

Der Ansatz fiir diesen Archimedischen Polyeder folgt aus dem tiefen Abschnei-
den der Ecken des Ikosi-Dodekaeders; nach Entzerrung (siehe Seite 49) erhalten
wir den Romben-Ikosi-Dodekaeder. Deshalb kénnen wir auch nicht, wie vom
Hexaeder zum Kubo-Oktaeder, durch Teilung der Kanten die neuen Ecken er-
halten, sondern miissen diese auf einer Fliche suchen. Der Einfachheit halber
gehen wir von einem Dodekaeder aus und nutzen vom Hexaeder nur seine Sym-
metrien. Die Koordinaten der Eckpunkte des Romben-Ikosi-Dodekaeder lassen
sich iiber/auferhalb der Flichen des Dodekaeders finden, jeweils fiinf iiber je-
dem 5-Eck. Konstruktiv beschrieben werden die Koordinaten der fiinf oberen
Eckpunkte einer in der Hohe halbierten und auf das 5-Eck des Dodekaeders
geklebten 5-Kupola gesucht.

Sei k die Kantenlidnge des Romben-Ikosi-Dodekaeders. Wir wissen nach dem
Seitenkosinussatz’ von der 5-Kupola (ein 10-Eck, fiinf 4-Ecken, fiinf 3-Ecken
und ein 5-Eck als Dach), daf§ der dihedrale Winkel zwischen 4-Eck und 10-Eck

7
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Abbildung 34: Konstruktion des Romben-Ikosi-Dodekaeders

a = 31,71747441° betrigt. Da wir nur die Hélfte des 4-FEcks in diesem Winkel
nach oben gehen miissen, betrigt die Hohe h des 5-Ecks der halben 5-Kupola
iiber /aufierhalb des Dodekaeders h = £ sin ..

Um k auszurechnen, vergleichen wir den Radius des Inkreises eines 5-Ecks
des urspriinglichen Dodekaeders mit der Summe aus dem Inradius des 5-Ecks
der 5-Kupola und dem Kosinus des schrigen, halben 4-Ecks unserer 5-Kupola,
ndmlich % cos a; daraus berechnen wir k:

Sei p Kantenlinge des (auf Seite 21) konstruierten Dodekaeders; dann ist

der Inkreisradius eines 5-Ecks des Dodekaeders r; = m. Andererseits ist

ry = gcosa + ro mit ro Radius des Inkreises des 5-Ecks unserer 5-Kupola.
= __k p__ _k _ 1y k_ __ pcot36®

T2 = 3tan36° — 2tan36c — 2 COSA T 5360 = 2 = (cosatoot36°)

Mit p = 2e = 1,236067977 folgt £ = 0,3819660111 und k = 0, 7639320222 .

Zur einfacheren Berechnung sollten wir die Koordinaten der sechs 4-Ecke des
Romben-Ikosi-Dodekaeder, die mit den Kanten des Dodekaeders korrespondie-
ren, die in einer Koordinate eine null haben, zuerst berechnen und schliefSlich
ausgehend von diesen durch Parallelverschiebung entlang der Kanten des Dode-
kaeders um die Linge k die restlichen Eckpunkte.

Der Seitenkosinussatz ist ein Satz iiber b := % und ¢« = % mit R dem Radius der
sphérische 3-Ecke und sagt folgendes aus: Sphére, a, b und ¢ den Seiten des sphérischen
X X 3-Ecks und a, 8 und 7 die Innenwinkel ge-
COS Cx = COS @x COS bx + sin ax sin b« cos vy geniiber a, b bzw. c. C
wobei a, b und ¢ bzw. a, 8 und 7 zyklisch ver- b a
tauscht werden kénnen. Dabei sind a« := %, A
A B

Cc
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b;1+e;b b;1+e;-b b;—1—e;b b;—1—e;-0
—b;14+eb —b;l4+e;—-b —b;—1—eb —b;—1—e;-0
1+e;0;b 1+e;-b;b —1—e;b;b —1—e;-b;b
1+eb;—b 14e—-b;—-b —1—e;b;—b —1—e;—-b;—b
b;b;1+e —b;b;1+e b;b;—1—e —b;b;—1—e
b;—b;1+e —b;—b;l+e b;—-b;—1—e¢ —-b;—b;—1-—e¢

2e;e;1 —2e;5e;51 2e;—e;1 —2e;—e;1

2e;e;—1 —2e;e;—1 2e; —e; —1 —2e;—e;—1
1;2e;e 1; —2ese 1;2e; —e 1;—2e;—e

—1;2e;¢; —1; —2ese —1;2¢;—e —1; —2e; —e
e;1;2e e;1;—2e —e;1;2e —e;1;—2e

e;—1;2e e;—1;—2e —e;—1;2e —e;—1;—2e
c 1;0 —c;1;0 c;—1;0 —c;—1;0
1;0;¢c 1;0; —c —1;0;5c —-1;0; —c
0;¢;1 0;—c;1 0;¢;—1 0;—c;—1

mit

e =0,6180339885 b =e? =0,3819660111 c=1+b=1+e>=1,3819660111

Abbildung 35: Romben-Ikosi-Dodekaeder

Die Vektoren der Eckpunkte sind (1 + e;b;b), (2e;e;1), (¢;1;0) und deren Per-
mutationen. Um zu beweisen, daf} hier alle Ecken auf einer Sphire liegen, miissen
wir zeigen, dafl die Vektoren gleich lang sind. Dabei nutzen wir die Zusam-

menhéinge (14¢)? = (14+¥51)2 = (15)2 = 1(14542\5) = 345 = 2.4,
(1—@)2:(]_@)2:(¥)2: %—%\/5:2—3eunde2:($)2:

%(5—2\/5’%1):%—%:1—6&118:
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V24 e42et=1/2+e+2(1—¢)?
= V2+e+2(2-3e)
= +6—5e

(14 €)%+ 2b?

(2e2+e2+1 = V5e2+1=+/5(e—1)+1
= +6—5e

(1+e2)2+1 = V2+22+et+1=2+21—¢)+(1—e)?
V2+2—-2e+2—-3e=6-5¢
1,7058223988

Alle Ecken liegen also auf einer Sphire.

Zwolf 5-Ecke, dreiflig 4-Ecke, zwanzig 3-Ecke, hundertzwanzig Kanten und
sechzig Ecken bilden zusammen den Romben-Ikosi-Dodekaeder. Die Kantenlan-
ge nach obiger Konstruktion ist k.

Der Romben-Ikosi-Dodekaeder hat sechs 5-Symmetrien auf den 5-Ecken,
fiinfzehn 2-Symmetrien auf den 4-Ecken und zehn 3-Symmetrien auf den 3-
Ecken.

Auch der Romben-Ikosi-Dodekaeder ist aus kleineren Polyedern zusammen
gesetzt. Wir finden insgesamt zwolf regelmiflige 10-Ecke, die innerhalb dieses
Archimedischen Polyeders liegen. Allerdings kénnen wir nicht alle diese 10-Ecke
durch Abschneiden von 5-Kupolas freilegen, da sie sich iiberschneiden. Maxi-
mal koénnen wir gleichzeitig drei Kupolas abtrennen, sodafl der Romben-Ikosi-
Dodekaeder aus drei 5-Kupolas und einem Rest zusammengebaut ist. Um diesen
Rest einigermaflen sinnvoll zu benennen, gehe ich einfach wieder den konstruk-
tiven Weg mit Hilfe chemischer Notationen: Rlj5 - 3 - C5 = RI;23 .

Auch hier gibt es beim Zusammenfiigen einer Kupola mit dem Rest wieder
eine reguldre und eine irregulére Version. Deshalb hat dieser Polyeder in der
Kurzschreibweise auch noch den Index [reg].

4.17 Der Grofie Romben-Ikosi-Dodekaeder {gRI»}

Durch flacheres Abschneiden der Ecken des Ikosi-Dodekaeder und des Entzerrens
(siehe Seite 49) danach erhalten wir den Grofien Romben-Tkosi-Dodekaeder. Die
Koordinaten seiner Eckpunkte lassen sich auf &hnliche Weise finden wie die des
Groflen Romben-Kubo-Oktaeders. Sie befinden sich, je zehn, iiber/aulerhalb
der Flichen des Dodekaeders.

Sei k die Kantenléinge des Grolen Romben-Ikosi-Dodekaeders und p die des
Dodekaeders. Zuerst miissen wir k& ausrechnen:
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Ausgehend von einem 10-Eck des Grofien Romben-Ikosi-Dodekaeders berech-
nen wir aus dem Seitenkosinus- und dem Winkelkosinussatz® den dihedralen
Winkel zwischen 10-Eck und 4-Eck. Dieser betrigt a = 148,28252559°. Jetzt
folgt aus dem Radius des Inkreises eines 5-Ecks des Dodekaeders 71 = L=
und dem Radius des Inkreises eines 10-Ecks des Grofien Romben-Ikosi-Dode-

kaeders ry = m die Relation 71 = ro + = mit z dem Anteil des schrigen

_ k o _ 180° — S
halben 4-Ecks, z = % c0s180° — a = 5p-laes = kypigge + 20— it p =
2-e=+/5—-1=1,236067997 = k = V51 T =0,4330847294.

tan 36°(cos (180° —a)+ ;=50

Abbildung 36: Konstruktion des Grofien Romben-Ikosi-Dodekaeders (vergleiche
Abbildung 34 auf Seite 55)

Weiterhin konnen wir den Sinusanteil des schrégen halben 4-Ecks h bestim-
men: h = %sin (180° — o) = 0,1138430585.

Konstruktiv beschrieben miissen wir jetzt also fiir jede Kante des Dodekae-
ders vier Eckpunkte berechnen:

Ausgehend von der Mitte der Kante im Abstand % entlang der Kante gehen,
von da senkrecht zur Kante auf beiden Flichen um z und dann auf beiden
Flachen von dort senkrecht aus dem Dodekaeder heraus um h. Die so erhalten-
den neuen Punkte sind die Eckpunkte des Grofien Romben-Ikosi-Dodekaeders.

Zur einfacheren Berechnung sollten wir die Koordinaten der sechs 4-Ecke
des Groflen Romben-Ikosi-Dodekaeder, die mit den Kanten des Dodekaeders
korrespondieren, die in einer Koordinate eine null haben, zuerst berechnen und

8

Der Winkelkosinussatz ist wie der Seitenko- ax := %, be 1= % und ¢« = % mit R dem
sinussatz (Seite 55) ein Satz iiber sphirische Radius der Sphire, a, b und ¢ den Seiten des
3-Ecke und sagt folgendes aus: spharischen 3-Ecks und a, 8 und + die Innen-

cosy = sin asin 3 cos ¢« — cos a cos winkel gegeniiber a, b bzw. c.

wobei a, b und ¢ bzw. a, 5 und v zyklisch ver-

b
tauscht werden kénnen. Dabei sind auch hier a
B

Cc
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schliellich ausgehend von diesen durch Parallelverschiebung entlang der Kan-
ten des Dodekaeders um die Linge der Diagonalen des 10-Ecks die restlichen
Eckpunkte. Diese Diagonalen des 10-Ecks mit Kantenldnge k sind: Diagonale
g, die ausgehend von einem Eckpunkt, den nichsten und iibernsichsten Nach-
bareckpunkt iiberspringt und zum iiberiibernéichsten Eckpunkt geht. Und die
Diagonale h, die das 10-Eck genau in der Mitte teilt, also vier Eckpunkte tiber-
springt.

Berechnen von g und h: g = k + 2k cos 36° = k(% +2) = 1,133830541 ;

_ _k_ _

h = 4755 = 1,401491624 .
b;l1+eb b;1+e—b —b;1+e;b —b;1+e;—b
b;—1—eb b;—1—e;—b —b;—1—e;b —b;—1—e;—b
1+e;0;b 1+e;-b;b 1+e0;-0b 1+e;—b;—-b
—1—eb;b —1—e;—bjb —1—e;b;—b —1—e;—b;—b
b;b;1+e —b;b;1+e b;—b;1+e —b;—b;1+e
b;b;—1—e —=bjb;j—1—e b;—b;—1—e —=b;—b;—1—ce

g;m;t g;m; —t —g;m;t —g;m; —t
g;—m;t g;—m; —t —g;—m;t —g;—m; —t
m;t; g m; —t; g m;t; —g m; —t; —g
—m;t; g —m;—t;g —m;t;—g —m;—t;—g
t;g;m —t;g;m t;—g;m —t;—g;m
t;9;—m —t;g;—m t;—g;—m —t;—g;—m
n;p; b n;p; —b n;—p;b n; —p; —b
—n;p; b —n;p;—b —n;—p;b —n; —p; —b
pibin p;—bin —p;b;n -p;—b;n
pib;—n p; —b;—n —p; b; —n —p;—b;—n
b;n;p —b;n;p b;n; —p —b;n;—p
b; —n;p —b;—n;p b; —n; —p —b;—n; —p
ks gt ks j;—t k;—jst ks —j;—t
—k; jit —k;j; —t —k;—j;t —k;—j;—t
itk J;—t;k —Jit; k —J;—t;k
Jiti—k J;—t;—k —Jit; =k —J;—t;—k
tik; g —t;k;j tik;—j —t;k;—j
ty—k;j —t;—k;j ty—k;—j —t;—k;—J
qr; s q;r;—s q;—r;s q;—r;—8
—q;T5 8 —q;T5—5 —q; =738 —q;—r; =8
;854 T —8;q 75854 —T;—8;q
;85 —q T —8;—q —T;8;—q —T;—8;—q
s;q;r —s;q;r s;q;—r —8;q;—r
85 —q;T =8 —q;T 85 —q; =7 —8;—q;—r

mit e = 0,6180339885 £ = 0,4330847294 b = g =0,2165423647
g =1,133830541 m =1,051118718 ¢ =0,5669152705
n =1,350372905 p =0,917288176 j = 1,484203447
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q = 0,7834576345 r = 1,267661082 s = 0,7007458113

Abbildung 37: Groer Romben-Ikosi-Dodekaeder

Um zu zeigen, daf} alle Ecken dieses Polyeders auf einer Sphire liegen, miissen
wir wieder zeigen, dafl deren Vektoren alle gleich lang sind:

W+ (1+e)? = 1,646758992
V@2 +m2+1t2 = 1,646758992
VR +n2+p? = 1,646758991
ViZ+ R +12 = 1,646758992
V@ A+ +52 = 1,646758991

Der Grofie Romben-Ikosi-Dodekaeder ist aus zwolf 10-Ecken, zwanzig 6-
Ecken, dreifflig 4-Ecken, hundertachzig Kanten und hundertzwanzig FEcken. Seine
Kantenlénge ist k.

An Symmetrien kann der Grole Romben-Ikosi-Dodekaeder sechs 5-Symme-
trien auf den 10-Ecken, zehn 3-Symmetrien auf den 6-Ecken und fiinfzehn 2-
Symmetrien auf den 4-Ecken vorweisen.

4.18 Der Schrige Hexaeder {S[Gl]}

Die letzten beiden Archimedischen Polyeder lassen sich nicht durch gerades Ab-
schneiden (d.h. senkrecht zu einer durch den Polyedermittelpunkt gedachten
Linie) erhalten. Hier miissen die resultierenden Flichen auch verdreht werden.
Dadurch werden aus den Romben — den von den abgeschnittenen Ecken iibrig
gebliebenen 4-Ecken — zwei 3-Ecke mit variablen Kantenlédngen. Bei einer be-
stimmten Drehung sind dann alle Kanten gleich lang.

Die Koordinaten der Eckpunkte dieses Polyeders lassen sich auf den Fliachen
des Hexaeders finden, je vier auf einer Fliache. Dabei sind die vier Punkte auf
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einem 4-Eck wieder wie ein (kleineres) 4-Eck zentral angeordnet, allerdings um
einen Winkel a gedreht. Da diese Drehung links oder rechts herum ausgefiihrt
werden kann, existieren zwei Isomere (siehe auch Seite 30), bezeichnet durch
den Index [I] oder [r] (wenn wir die Spiegelung nicht als Identititsabbildung
betrachten!). Wenn Orientierungen wie links und rechts allerdings nicht definiert
sind, kénnen beide Isomere als identisch betrachtet werden.

Abbildung 38: Die beiden Isomere SL,T] und SL” des Schrégen Hexaeders

Die Schwierigkeit liegt jetzt darin, einerseits den Winkel «, andererseits die
Kantenlénge k£ des Schrigen Hexaeders zu bestimmen.

Da das rein-algebraische Berechnen von Winkel und Kantenlénge sehr um-
sténdlich ist, ziehe ich einen mehr numerischen Ansatz fiir die Berechnungen
vor: Ein Programm (ab Seite 84), das aus gegebenen k und a die Koordi-
naten der Eckpunkte der kleinen Quadrate berechnet und die Abstinde zwi-
schen benachbarten Punkten ausgibt. Angefangen bei o = 0° sieht der Polyeder
dem Romben-Kubo-Oktaeder #hnlich, wobei die 4-Ecke zwischen den auf der
Oberfliche des Wiirfels liegenden Quadraten als zwei koplanare rechtwinklige,
gleichschenklige 3-Ecke zu betrachten sind. Sei a die Lénge der Hypothenuse die-
ser gleichschenkligen 3-Ecke und b die Lénge der Schenkel. Bei wachsendem «
wichst b langsam und a verkleinert sich schneller. Bei einem bestimmten « sind
a und b gleich lang. Nun wird k£ erh6ht um den halben Unterschied zwischen b
und a und erneut bei a = 0° angefangen. Auf diese Art und Weise niihern sich a,
b und k immer weiter an. Die Naherungswerte sind: k = a = b = 0,8751865720
bei a = 28,5324395996° .

Daraus folgen die Polyeder-relevanten Konstanten z = 0,5436890127 und
y = 0,2955977425. Und mit der Hilfe der Symmetrien des Hexaeders (ohne
Siegel-Symmetrien) kommen wir dann auf alle Kombinationen von 1, —1, z,
—xz, y und —y, was dann die restlichen Eckpunkte ergibt.

Um sicher zu gehen, dafl zwischen errechneten Eckpunkten auch die richtigen
Entfernungen sind, habe ich alle Kantenléingen probehalber nachgerechnet und
bestétigt.
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Abbildung 39: Programmprinzip zur Berechnung des Schrigen Hexaeders (Ver-
drehung aller 4-Ecke zur Verkiirzung der langen 3-Eck-Seiten)

iyl -yl —x—y; 1l gy -l
yiws—1 —wmy; =1 —yi—a;—-1 x5 —y; -1
yLe mli—y —yili—x —xly

z;-Ly y;-L—r —-z-1—-y —-y;-Liz
Lizyy Li-yz Li—z-y Ly -z
“Lyz —Li-zy —-L-y-r —lLiz-y

mit z = 0, 5436890127 y = 0,2955977425

Abbildung 40: (linker) Schriiger Hexaeder

Auch bei diesem Polyeder sieht man sofort, dafl alle Eckpunkte auf einer

Sphire durch den Ursprung liegen, da alle Eck-Koordinaten die Form (1;z;y)
haben.
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Der Schrige Hexaeder hat sechs 4-Ecke, zweiunddreilig 3-Ecke, sechzig Kan-
ten und vierundzwanzig Ecken. Dieser in den oben beschriebenen Hexaeder ein-
geschriebene Polyeder hat die Kantenlinge k.

Symmetrisch betrachtet hat der Schrige Hexaeder gemeinsame Eigenschaf-
ten mit den beiden Platonischen Polyedern, in die er so eingeschrieben werden
kann, daf einige seiner Flichen auf den Flichen dieser liegen; der Hexaeder und
der Oktaeder (Die Spitzen-3-Ecke liegen auf den Flichen eines Oktaeders!). Wir
konnen die sechs 4-Symmetrien auf den 4-Ecken vom Hexaeder finden und die
vier 3-Symmetrien auf den 3-Ecken, die nur mit anderen 3-Ecken gemeinsame
Kanten haben, vom Oktaeder. Die anderen 3-Ecke und die Kanten und Ecken
weisen keine Symmetrien auf.

4.19 Der Schrige Dodekaeder {S[f;}

Die Koordinaten der Eckpunkte dieses Archimedischen Polyeders lassen sich auf
den Fliachen des Dodekaeders finden, je fiinf auf jeder Fliche. Dabei sind die
fiinf Punkte auf einem 5-Eck wieder wie ein (kleineres) 5-Eck zentral angeordnet,
allerdings wie beim Schrigen Hexaeder um einen Winkel a gedreht, wobei dieser
Winkel nicht gleich dem Drehwinkel beim Schrigen Hexaeder ist. Allerdings ist
auch hier die Drehung links oder rechts herum moglich, existieren auch hier zwei
Isomere (siehe auch Seite 30) mit Index [/] und [r] (wenn wir die Spiegelung nicht
als Identitétsabbildung betrachten!).

Abbildung 41: Die beiden Isomere S[fQ] und S[ll}2 des Schriagen Dodekaeders

Auch hier liegt die Schwierigkeit darin, den Winkel o und die Kantenléinge
k des Schrigen Dodekaeders zu bestimmen.

Den Versuch, die Koordinaten der Eckpunkte rein algebraisch zu ermitteln,
stelle ich hier aus denselben Griinden wie beim Schrigen Hexaeder zuriick und
versuche es stattdessen auch hier mit einem Programm (ab Seite 85), um die
Werte fiir £ und a und damit die Koordinaten der fiinf neuen Eckpunkte relativ
zu den Ecken eines 5-Ecks des Dodekaeders zu bestimmen.

Als erstes bestimme ich die Koordinaten der Eckpunkte dreier 5-Ecken, wel-
che um eine Ecke des Dodekaeders gruppiert sind, und deren Flichenmittel-
punkte. Dann bestimme ich mit Hilfe der Flachenlote auf den drei Mittelpunk-
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ten drei Rotationsmatrizen R;, i = 1,2,3 (je eine fiir ein 5-Eck). Die m; seien
die Flidchenmittelpunkte:

1. Fliche: a1 = (0;e;14+¢), a2 =(0;—e;1+e€), az = (1;-1;1),
ar = (1+e;05e), as = (L;1;1) = (340, 45%)

2. Flache: a3 = (0;e;1+e€), a2 =(0;—e;1+e), ag = (—1;-1;1),
ar = (—1—e;0;e), ag=(=1;1;1)  my = (=2=25;0; 1£3¢)

(=5 5
3. Flache: a3 = (0;e;1+e), as = (—1;1; 1), ag = (—e; 1+ €;0),
a0 = (e, 1+ €;0), as = (1;1;1) mg = (0; 1L3¢; 31e)
Die Normalenvektoren der Flichen sind dann: n; = Wmn—i” , Ny = ”:’;—EH und

ng = H:Z—gl\ Zuerst wird fiir die 1. Fliche die Rotationsmatrix M bestimmt, die
ny auf den Vektor (1;0;0) dreht. Diese ist gegeben durch

cosf 0 —sinf
3 4+3
M=10 1 0 | mit cosﬁzlund sinﬁzl

sin 0 cosf 5[[ma| 5||mq|

Dann kann in der yz-Ebene um den Winkel a gedreht werden mit der Matrix
N(a):

cosa —sina 0
N(a) = |sina  cosa 0
0 0 1

Und schlieBlich mit M ~!, der inversen Matrix von M, zuriick gedreht werden
auf die 1. Fliche:

cosf 0 sing
M=t=| 0 1 0 | mit cosf und sin 3 wie oben .
—sinf 0 cosf

Also ist unsere Rotationsmatrix Ry (a) = M~ N(a)M :

cos? B cos a + sin> 8 —cosfBsina  sinBcosB3 — sin B cos 3 cos a
Ri(a) = cos 3sin o cos a —sin Bsina
sin 3 cos 3 — sin (3 cos 3 cos a sin 3 sin o sin? B cos a + cos? 3

Auch no der 2. Fliche wird auf den Vektor (1;0;0) gedreht, dann um « rotiert

und wieder zuriick gedreht. Also ist Ro(a) mit cosf’ = — % und sin 3’ =
sin 3 :
cos? B’ cos o + sin? 3’ —cosB3'sina sin3’ cos B’ — sin 3’ cos B’ cos a
Ra(a) = cos B’ sin a cos a —sin B’ sina
sin B’ cos 8’ — sin B’ cos 3’ cos a sin B’ sin a sin? 8’ cos o + cos? 3’

Das Lot der 3. Fliche wird auf den Vektor (0;0;1) gedreht, dann um « rotiert

und wieder zuriick gedreht. Mit cos 8" = und sin 8" = 2£3¢ st
5]lma ||

3+e __ _3te
5lms]l = 5lmall
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R3(a) also:

cosa —cos 3" sina sin 3" sin
R3(a) = |cos B sina cos? 8" cos a + sin? B sin 3’ cos B’ — sin 3"’ cos 3"’ cos
sin 3" sina  sin B’ cos B — sin 3"’ cos B’ cos a sin? 8" cos a + cos? 3"

Fiir ein gegebenen k lasse ich jetzt ein Programm die neuen Koordinaten der
zentralorientierten und planar auf den drei Dodekaeder-5-Ecken liegenden klei-
neren 5-Ecke mit Kantenldnge k berechnen. Fiir a = 0° sieht dieser Polyeder
dem Romben-Ikosi-Dodekaeder dhnlich, wobei dessen Quadrate hier zwei kopla-
nare gleichschenklige, rechtwinklige 3-Ecke sind. Mit wachsendem a verlieren
diese 3-Ecke nun ihre Koplanaritdt und Rechtwinkligkeit und die Langen a der
Hypothenusen und b der Schenkel ndhern sich zusehends. Sind a = b, dann
nihere ich £ an diesen Wert. Auf diese Art und Weise nihern sich a, b und k
bis schliefflich a = b = k sind mit beliebiger Genauigkeit.

Abbildung 42: Programmprinzip zur Berechnung des Schrigen Dodekaeders
(Verdrehung aller 5-Ecke zur Verkiirzung der langen 3-Eck-Seiten)

Naherungswerte sind: £ = 0, 6948209602 bei o = 13,1064033769° .

Um die Koordinaten aller Eckpunkte des Schrigen Dodekaeders zu berech-
nen, bestimme ich nun die Koordinaten der zehn Eckpunkte, die auf den 5-
Ecken der drei Dodekaeder-5-Ecken von oben liegen, deren gemeinsame Kante
parallel zur z-Achse liegt (1. und 2. Fliche). Dazu nehme ich die Flichen-
mittelpunkte und setze auf den Kreisen der 5-Eck-Ebenen mit den Radien
r = £/1+ cot?(36°) bei den Winkeln a, a + 72°, a + 144°, a + 216° und
a + 288° einen Punkt, wobei der Winkel 0° senkrecht auf die Verbindungskante
der beiden 5-Ecke zeigt (dies ist die zur z-Achse parallele).

p1 = (0,2604339444; — 0, 2299308641;1, 4570769593)
po = (0, 3944605381:0, 4467904482;1, 3742439689)
5-Eck der 1. Fliche:  ps = (0,9833560754:0, 5060625470;1,0102865111)
p1 = (1, 2132869395; — 0, 1340265937;0, 8681814220)
ps = (0, 7664964913; — 0, 5888955373;1, 1443131048)
p1 = (=0, 2604339444:0, 2299308641;1, 4570769593)
po = (—0,3944605381; — 0, 4467904482;1, 3742439690)
5-Eck der 2. Fliche: ps = (—0,9833560754; — 0, 50606254701, 0102865111)
p1 = (—1, 21328693950, 1340265937:0, 8681814220)
ps = (=0, 76649649130, 5888955373;1, 1443131048)
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Durch Ausnutzung der Symmetrien des Dodekaeders bzw. Hexaeders erhal-
ten wir dann die Koordinaten aller Eckpunkte:

fi—g;h k;m;n D;q;T s;—tiu vy —w; T
=figsh  —k;—min  —p;—q;r  —sitju —v;w; T
—fi—g;—h —kim;—n —pi¢;—r —s;—t;—u —v;—w;—T
figi—=h  ki—m;—n p—q—-r  sit;—u v w; —T
h; f;—g n; k;m TP q u; 85—t T v —w
h; —f; n;—k;—m r;—p;—q  u;—s;t T —v;w
—h;=fi—g —-n;—kim —r;—-p;q —u;—s;—t —x;—v;-w
—h; f; —n;k;—m  —rip;—q  —u;s;t —T;v;W
—g;h; m;n; k a;Tip —t;u; s —w;T;v
g;h; — —-m;n;—k —q¢r;—p  tiu;—s w; T; —v
-g;—h;—f m;—n;-k q¢-r;—p —t;—u;—s —w;—z;—v
g, —=h;f  —m;—n;k —q;—r;p  t—u;s w; —T;v

mit f = 0,2604339444 g = 0,2299308641 h = 1,4570769593
k = 0,3944605381 m = 0,4467904482 n = 1,3742439690
p=0,9833560754 ¢ = 0,5060625470 r = 1,0102865111
s =1,2132869395 t=0,1340265937 u = 0,8681814220

v =0,7664964913 w = 0,5888955373 =z =1,1443131048

Abbildung 43: (rechter) Schriger Dodekaeder
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Auch hier miissen die Vektoren aller Ecken die gleiche Linge haben, damit
sie auf einer Sphére liegen:

VIP+g@+h? = 1,497920995
VE2+m2+n2 = 1,497920995
VPR @ +r? = 1,497920995
V212 a2 = 1,497920994
Vol +w? +a2 = 1,497920994 .

Der Schrige Dodekaeder besteht aus zwolf 5-Ecken, achtzig 3-Ecken, hun-
dertfiinfzig Kanten und sechzig Ecken und die Kantenlinge k.

Sechs 5-Symmetrien auf den 5-Ecken und zehn 3-Symmetrien auf den 3-
Ecken, die nur mit anderen 3-Ecken gemeinsame Kanten haben (Spitzen-3-
Ecke), sind die einzigen Symmetrien, die wir finden kénnen. Diese Symmetrien
stammen vom Dodekaeder und vom Ikosaeder, in die der Schrige Dodekaeder
so hinein pafit, daBl die 5-Ecke auf den Flichen des Dodekaeders bzw. die oben
genannten 3-Ecke auf den Flichen des Ikosaeders liegen.

4.20 TUbersicht

Im Folgenden mochte ich, genau wie bei den Platonischen Polyedern, eine Ge-
samtiibersicht iiber die Archimedischen Polyedern und ihre Symmetrien geben.
Dadurch kénnen wir weitere Gemeinschaften zwischen ihnen erkennen.

In der oberen Zeile stehen F, K und E fiir Anzahl der Flichen (und Typ),
Anzahl der Kanten bzw. Anzahl der Ecken. In der Symmetrienspalte sind alle
Symmetrien des Polyeders angegeben, wobei 4er fiir 4-Symmetrie steht. So heifit
z.B. ,,4 3er auf 3-Ecken“, da} wir vier 3-Symmetrien auf den 3-Ecken finden.
yauf K« heifit auf den Kanten; E steht wie oben fiir Ecken. In der linken Spalte
sind die Archimedischen Polyeder mit ihren Kurzschreibweisen angegeben, wobei
nicht auf die Teilbarkeit (z.B. Cs=(C3+C3)[reg)) der Polyeder eingegangen wird.

Wie wir sehen sind der Stumpfe Hexaeder (TPg) und der Stumpfe Oktaeder
(TPg) sehr eng verwandt genauso, wie der Stumpfe Dodekaeder (TP;2) und
der Stumpfe Ikosaeder (TPsp) — man beachte den Austausch von 3- und 6-
Ecken, 4- und 8-Ecken bzw. 5- und 10-Ecken und das Auftreten halbvollstandiger
Symmetrien auf den grofien Flichen (6-, 8- und 10-Ecke besitzen nur 3-, 4- bzw.
5-Symmetrien).

Desweiteren gibt es zwei aufsteigende Ketten, was sehr gut in den Anzahlen
der Kanten und Ecken zu erkennen ist (Beachte Cg-RCs-gRCg und I;2-RlI;o-
gRIi2). Bei den Kanten wird pro Kettenglied die Anzahl der Kanten des ersten
Kettengliedes dazu addiert. Bei den Ecken verdoppelt sich die Anzahl bei jedem
hoheren Glied. Pro Kette finden wir bei allen Gliedern die gleichen Symmetrien.

67



F K E Symmetrien
TPy 4 3-Ecke 18 12 4 3er auf F

4 6-Ecke 3 2er auf K zw. 6-Ecke

Se 32 3-Ecke 60 24 4 3er auf (Spitzen-)3-Ecke
6 4-Ecke 6 4er auf 4-Ecke

TPs 8 3-Ecke 36 24 4 3er auf 3-Ecke
6 8-Ecke 6 2er auf K zw. 8-Ecke

6 4er auf 8-Ecke
TPsg 8 6-Ecke 36 24 4 3er auf 6-Ecke
6 4-Ecke 6 2er auf K zw. 6-Ecke

3 4er auf 4-Ecke
Cs 8 3-Ecke 24 12 4 3er auf 3-Ecke
6 4-Ecke 6 2er auf E

3 4er auf 4-Ecke
RCs 8 3-Ecke 48 24 4 3er auf 3-Ecke
18 4-Ecke 6 2er auf 4-Ecke

3 4er auf 4-Ecke
gRCs | 8 6-Ecke 72 48 4 3er auf 6-Ecke

6 8-Ecke 6 2er auf 4-Ecke

12 4-Ecke 3 4er auf 8-Ecke
Si2 80 3-Ecke 150 60 6 5er auf 5-Ecke

12 5-Ecke 10 3er auf (Spitzen-)3-Ecke
TPi2 | 20 3-Ecke 90 60 6 5er auf 10-Ecke

12 10-Ecke 15 2er auf K zw. 10-Ecke

10 3er auf 3-Ecke

TPy | 20 6-Ecke 90 60 6 Her auf 5-Ecke

12 5-Ecke 15 2er auf K zw. 6-Ecke
10 3er auf 6-Ecke

T1o 20 3-Ecke 60 30 6 5er auf 5-Ecke

12 5-Ecke 15 2er auf E
10 3er auf 3-Ecke

RIi» 20 3-Ecke 120 60 6 5er auf 5-Ecke

12 5-Ecke 15 2er auf 4-Ecke
30 3-Ecke 10 3er auf 3-Ecke
gRIi2 | 20 6-Ecke 180 120 6 5Ser auf 10-Ecke
12 10-Ecke 15 2er auf 4-Ecke
30 4-Ecke 10 3er auf 6-Ecke

Weitere Analogien finden wir zwischen den korrespondierenden Gliedern bei-
der Ketten. So haben als einzige Archimedische Polyeder der Kubo-Oktaeder
und der Tkosi-Dodekaeder Eck-Symmetrien. Der Romben-Kubo-Oktaeder und
der Romben-Ikosi-Dodekaeder (jeweils normal und grof}) haben als einzige 2-
Symmetrien auf Flichen. Und von den normalen zu den groflen bleiben alle
Symmetrien gleich, wobei die Kantenanzahl der Flichen, auf denen diese Sym-
metrien auftreten (bis auf die 2-Symmetrien), verdoppelt werden (3-Eck wird
zu 6-Eck; 4-Eck zu 8-Eck und 5-Eck zu 10-Eck).

Auflerdem existieren noch zwei andere grofie Unterfamilien: die einen ba-
sieren mehr auf den Hexaeder/Oktaeder (Sg, TPs, TPg, Cs, RCs, gRCs), die
anderen mehr auf den Dodekaeder /Tkosaeder (S12, TP12, TPag, I12, RI12, gRIj2).
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In diesen Unterfamilien treten (fast) gleiche Symmetrien auf und bei den An-
zahlen der verschiedenen Fléchen kénnen wir auch RegelméBigkeiten erkennen.

Einziger Auflenseiter bei den Archimedischen Polyedern ist der Stumpfe
Tetraeder (TP4), der hier die gleiche Rolle spielt wie der Tetraeder (P4) bei
den Platonischen Polyedern. Wie zusehen sind die vier 3-Symmetrien auf den
Flichen, genauer auf beiden Typen, den 3-Ecken und 6-Ecken, zu finden. Also
existieren eigentlich vier 3-Symmetrien auf den 3-Ecken und (die gleichen) vier
3-Symmetrien auf den 6-Ecken. Dieses kénnten wir — in Analogie zum Tetra-
eder — bezeichnen als Mit-Sich-Selbst-Am-Néchsten-Verwandt. Aber trotz seiner
Auflenseiterrolle haben alle anderen Archimedischen Polyeder seine drei 2-Sym-
metrien auch; sie treten verdoppelt bei den Hexaeder/ Oktaeder-Ahnlichen und
verfiinffacht bei den Dodekaeder/Ikosaeder-Ahnlichen auf.

(3,3,3,3)
@ 555 (3,3,3,3,3)
(3,6’6_) @
4N (3,4,4,4)
.‘ (3,4,3,4) (4,6,8)
(33.8) @ @
@ (35.35) (3:45:4)
(3,10,10) (5,6,6) (3,3,3,3:4)

Abbildung 44: Die Platonischen und Archimedischen Polyeder (mit Eck-Konfi-
gurationen)
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Abbildung 45: Foto einiger Papiermodelle; oben Archimedische und Platonische
Polyeder, unten andere halbregelméflige (Modelle mit Bauschaum befiillt)
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Abbildung 46: Polyeder in Biologie, Mineralogie, etc.
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5 Bauanleitungen
»Mathematik ist die Kunst, Rechnungen zu vermeiden.“
Folklore

yfelix qui potuit rerum cognoscere causas.“(Gliicklich, wer den
Grund der Dinge erkennen konnte.)

Vergil

5.1 Allgemeines

Die folgenden ,,Schnittmuster® der Platonischen und Archimedischen Polyeder
basieren auf sogenannte Abwicklungen. Darunter hat man sich folgendes vor-
zustellen: Wir schneiden alle bis auf eine Kante einer Fliche auf und klappen
diese hoch und konnen in den Polyeder hinein schauen. Von den Kanten, die
jetzt am Schnitt enden, trennen wir méglichst wenige auf, sodafl weitere Flichen
abklappbar sind aber nicht vollstindig getrennt werden. Zum Schluf entsteht
ein mehr oder weniger ficherférmiges, zusammenhingendes Geriist, eine Ab-
wicklung. Diese konnen wir wieder zum Polyeder ,aufwickeln®, indem wir alle
Kanten nach oben knicken und, angefangen bei den tiefsten, alle Kanten wieder
zusammen kleben.

Um die Polyeder aus den Abwicklungen zu bauen, sollte erst einmal dariiber
nachgedacht werden, an welchen (geschnittenen) Kanten Klebelaschen nétig
sind und an welchen nicht. Wer sich nicht sicher ist, sollte iiberall Laschen
lassen und diese nach innen geknickt dort zusammen kleben.

Nach diesen Voriiberlegungen kann die Abwicklung sauber ausgeschnitten
werden. Vor dem Kleben empfehle ich ein Vorfalten aller Kanten, auch der
Laschen. Dann bewegt sich die Abwicklung meist schon von alleine in die Po-
lyederform. Und als letzte Flidche sollte man immer eine aufkleben, die keine
Laschen besitzt.
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Hexaeder

Oktaeder

Tetraeder

Tkosaeder

Dodekaeder
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Romben-Kubo-Oktaeder

Kubo-Oktaeder

Stumpfer Oktaeder

Stumpfer Hexaeder
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Stumpfer Tetraeder




Stumpfer Tkosaeder

Grofler Romben-Kubo-Oktaeder
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Tkosi-Dodekaeder

Schriger Hexaeder
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A Die Programme
»Der Mensch schafft nur Chaos.“
Stephen W. Hawkins

Die folgenden Programme, in Turbo Pascal geschrieben, wurden als Hilfe
bei den Berechnungen der Koordinaten der Polyeder benutzt. Dabei basiert das
erste Programm auf den Seitenkosinus- und Winkelkosinussatz und vereinfacht
nur deren Benutzung.

Das zweite und dritte Programm sind im Aufbau identisch. Beide habe ich
benutzt zur Bestimmung von Drehwinkel und Kantenldnge bei den Schrigen
Archimedischen Polyedern. Dabei habe ich mich sukzessiv an die richtigen Wer-
te angendhert, d.h. das Programm mufl mit den neuen Werten immer wieder
gestartet werden, bis eine hinreichende Genauigkeit erreicht ist.

Das letzte Programm hat den Zweck, die per Hand ausgerechneten 3-dimen-
sionalen Koordinaten so zu drehen, dafl die Projektion gut aussieht, und die
2-dimensionalen Projektionskoordinaten auszugeben bzw. als EPS-File (Encap-
sulated Post-Script) zu speichern. Auflerdem 143t sich damit auch iiberpriifen,
ob die Kantenlingen des gezeichneten Polyeders auch alle die richtige Lénge
haben.

A.1 zum Seitenkosinus- und Winkelkosinussatz

Dieses Programm berechnet fiir eine Ecke, an die drei regelmiflige Fléchen sto-
Ben, aus deren Typ die dihedralen Winkel, also die Winkel zwischen den Flichen
(siehe auch Fufinote 6 auf Seite 50) und umgekehrt. Eingegeben werden miissen
drei Daten der Ecke, also Flichen-Typen (z.B. 3-Eck oder 5-Eck) oder dihedra-
le Winkel. Mit den Formeln aus Fufinote 7 und 8 (auf den Seiten 55 bzw. 58)
konnen dann die jeweils anderen Daten berechnet werden.

program Spherict;  {Programm zur Berechnung der Flaechen-
und Dihedralwinkel eines (3-dim.) Polyeders.
Genauer: Winkel um eine Ecke, an der genau
drei Flaechen grenzen.}

type genauigkeit =real;  {bei real g1=12 g2=9 }
const gi=12;
g2=9;
var text :string;
test :integer;
a,b,c :genauigkeit; {Seiten =Flaechenwinkel}
r,s,t :genauigkeit; {winkel =Dihedralwinkel}
i,j :integer;
ende :boolean;

function acs (x:genauigkeit):genauigkeit;
begin
if (x>-1) and (x<1) then acs:=pi/2-arctan(x/sqrt(i-x*x));
if x=-1 then acs:=pi;
if x=1 then acs:=0;
if (x<-1)or(x>1) then acs:=-9999;
end;

begin
ende:=false;
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writeln(’Dieses Programm berechnet die Flaechen— u. Dihedralwinkel um eine Ecke eines’);
writeln(’3-dimensionalen Polyeders.Dabei muessen an der Ecke genau drei Flaechen an- ');
writeln(’einandergrenzen. Gerechnet wird mit der sphaerischen Trigonometrie auf der ');
writeln(’Einheitskugel mit Radius 1. Hierbei wird um die Ecke des Polyeders eine DH
writeln(’Einheitskugel gezogen und die Schnittlinien der Kugel mit den drei Flaechen ’);
writeln(’betrachtet: In diesem sphaerischem 3-Eck korrespondieren die Flaechenwinkel ’);
writeln(’- das sind die Winkel der Flchen an der Ecke - mit den Seitenlaengen des °);

writeln(’3-Ecks und die Dihedralwinkel - das sind die Winkel zwischen zwei Flaechen —’);

writeln(’mit den Eckwinkeln des 3-Ecks.

writeln(’Es muessen drei Winkel angegeben werden. Daraus werden die anderen drei er- ’);

writeln(’rechnet.

writeln(’Zur Eingabe:Die Flaechenwinkel heissen a,b,c,die Dihedralwinkel r,s,t.

writeln(’geben wird "a=..... " in Grad oder "a=..eck", wobei .. eine ganze Zahl

writeln(’und die Flaeche beschreibt (z.B. 10eck == 144 Grad).’);
writeln(’Zum Abbruch einfach dreimal nur Enter eingeben.’);

writeln;
repeat
;b:=05¢:=0;r:=0;5:=0;t:=0;
1 to 3 do
begin
write(i:1,’. Winkel:’);readln(text);
if text=’’ then ende:=true;
case text[1] of
’a’ :begin
text:=copy (text,3,length(text)-2);
if copy(text,length(text)-2,3)=’eck’ then
begin
val(copy(text,1,length(text)-3),a,test);
if a<>0 then a:=180%(a-2)/a;
end else
val(text,a,test);
writeln(’ a=>,a:gl:g2,’ grad’);
end;
’b’ :begin
text:=copy (text,3,length(text)-2);
if copy(text,length(text)-2,3)=’eck’ then
begin
val(copy(text,1,length(text)-3),b,test);
if b<>0 then b:=180%(b-2)/b;
end else
val(text,b,test);
writeln(’ b=>,b:gl:g2,’ grad’);
end;
’c’ :begin
text:=copy (text,3,length(text)-2);
if copy(text,length(text)-2,3)=’eck’ then
begin
val(copy(text,1,length(text)-3),c,test);
if ¢<>0 then c:=180%(c-2)/c;
end else
val(text,c,test);
writeln(® c=?,c:gl:g2,’ grad’);
end;
’r’ :begin
text:=copy (text,3,length(text)-2);
if copy(text,length(text)-2,3)=’eck’ then
begin
val(copy(text,1,length(text)-3),r,test);
if r<>0 then r:=180%(r-2)/r;
end else
val(text,r,test);
writeln(® r=>,r:gl:g2,’ grad’);
end;
’s’ :begin
text:=copy (text,3,length(text)-2);
if copy(text,length(text)-2,3)=’eck’ then
begin
val(copy(text,1,length(text)-3),s,test);
if s<>0 then s:=180%(s-2)/s;
end else
val(text,s,test);
writeln(® s=’,s:gl:g2,’ grad’);
end;
’t’ :begin
text:=copy (text,3,length(text)-2);
if copy(text,length(text)-2,3)=’eck’ then
begin
val(copy(text,1,length(text)-3),t,test);
if t<>0 then t:=180*(t-2)/t;
end else
val(text,t,test);
writeln(’ t=>,t:gl:g2,’> grad’);
end;
end;
end;
writeln;

if not ende then
begin

{Umrechnung von Grad auf Radiens}
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a:=a*pi/180;b:=b*pi/180;c:=c*pi/180;

r:=r*pi/180;s:=s*pi/180;t:=t*pi/180;

if (r=0)and(s=0)and(t=0) then

begin
r:=acs((cos(a)-cos(b)*cos(c))/(sin(b)*sin(c)));

acs ((cos (b)-cos(a)*cos(c))/(sin(a)*sin(c)));

acs ((cos (c)-cos (a)*cos (b)) /(sin(a) *sin(b))) ;

r/pi*180; writeln(’=> r=’,r:g1:g2,’ grad’);

s/pi*180; writeln(’=> s= 1:g2,7 grad’);

t/pi*180; writeln(’=> t=2,t:glig2,’ grad’);

end;

if (r=0)and(s=0)and(c=0) then

begin

acs (cos (t) *sin(a) *sin(b)+cos(a) *cos (b)) ;

acs ((cos(a)-cos(b)*cos(c))/(sin(b) *sin(c)));
acs ((cos (b)-cos(a)*cos(c))/(sin(a)*sin(c)));
r/pi*180; writeln(’=> r=>,r:gi:g2,” grad’);
s/pi*180; writeln(’=> s= 1:g2,° grad’);
c/pi*180; writeln(’=> c=?,c:gl:g2,’ grad’);

end;
if (r=0)and(b=0)and(t=0) then
begin
b:=acs(cos(s)*sin(a) *sin(c)+cos(a) *cos(c));
acs ((cos (a)-cos(b)*cos(c))/(sin(b)*sin(c)));
acs ((cos (b)-cos(a)*cos(c))/(sin(a)*sin(c)));
r/pi*180; writeln(’=> r=>,r:gi:g2,” grad’);
s/pi*180; writeln(’=> s=?,s:gl:g2,’ grad’);
b:=b/pi*180; writeln(’=> b=,b:gl:g2,’ grad’);
end;
if (a=0)and(s=0)and(t=0) then
begin
a:=acs (cos(r) *sin(b) *sin(c)+cos(b) *cos(c));
acs ((cos (a)-cos(b)*cos(c))/(sin(b)*sin(c)));
acs ((cos (b)-cos(a)*cos(c))/(sin(a)*sin(c)));
r/pi*180; writeln(’=> r=> 1:g2,° grad’);
s:=s/pi*180; writeln(’=> s=’,s:gl:g2,” grad’);
a:=a/pi*180; writeln(’=> a=,a:gl:g2,’ grad’);
end;
if (r=0)and(b=0)and(c=0) then
begin
r:=acs(sin(s)*sin(t)*cos(a)-cos(s)*cos(t));
acs ((cos (s)+cos(r)*cos(t))/(sin(r)*sin(t)));
acs ((cos (t)+cos(r)*cos(s))/(sin(r)*sin(s)));
:=r/pi*180; writeln(’=> r=>,r:gl:g2,’ grad’);
b/pi*180; writeln(’=> b= 1:g2,° grad’);
c/pi*180; writeln(’=> c=?,c:gl:g2,’ grad’);

end;
if (a=0)and(s=0)and(c=0) then

begin

s:=acs(sin(r)*sin(t)*cos(b)-cos(r)*cos(t));

acs ((cos(r)+cos(s)*cos(t))/(sin(s)*sin(t)));
:=acs((cos(t)+cos(r)*cos(s))/(sin(r)*sin(s)));
a/pi*180; writeln(’=> a=’ 1:g2,° grad’);
s/pi*180; writeln(’=> s= 1:g2,° grad’);
c/pi*180; writeln(’=> c=?,c:gl:g2,’ grad’);

end;
if (a=0)and(b=0)and(t=0) then

begin

acs(sin(r)*sin(s)*cos(c)-cos(r)*cos(s));

acs ((cos(r)+cos(s)*cos(t))/(sin(s)*sin(t)));
acs ((cos(s)+cos(r)*cos(t))/(sin(r)*sin(t)));
t/pi*180; writeln(’=> t=,t:gl:g2,’ grad’);
a/pi*180; writeln(’=> a= 1:g2,° grad’);
c/pi*180; writeln(’=> c=?,c:gl:g2,’ grad’);

end;
if (a=0)and(b=0)and(c=0) then
begin
a:=acs ((cos(r)+cos(s)*cos(t))/(sin(s)*sin(t)));
acs ((cos (s)+cos (r)*cos (t))/(sin(r)*sin(t)));
acs ((cos (t)+cos (r)*cos(s))/(sin(r)*sin(s)));
a/pi*180; writeln(’=> a=’ 1:g2,7 grad’);
b/pi*180; writeln(’=> b=
c:=c/pi*180; writeln(’=> c=7,c:gl:g2,’ grad’);
end;
end;
readln;
until ende;
end.

Dieses Programm wurde unter anderem bei der Berechnung der Koordinaten
des Romben-Tkosi-Dodekaeders (Seite 54) benutzt. Dabei war nach dem Win-
kel zwischen einem 4-Eck und dem 10-Eck der 5-Kupola gefragt. Da dort drei
Flédchen aneinander stoflen, konnen wir dieses Programm benutzen. Nach Einga-
be von a=3eck [ENTER] b=4eck [ENTER] c=10eck erhalten wir als Er-
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gebnis die dihedralen Winkel 31,717474411°, 37,377368141° und 159,094842550°.
Der erste von diesen korrespondiert mit dem Winkel zwischen 4-Eck und 10-Eck.

A.2 zum Schrigen Hexaeder

Bei diesem Programm werden auf drei aneinander liegenden Hexaederflichen
kleinere Quadrate der Kantenlénge ko um einen Winkel gedreht und die Léngen
der zum Schrigen Hexaeder korrespondierenden Kanten ausgegeben. Gesucht
wird nun der Winkel, bei dem alle ausgegebenen Lingen (etwa) gleich grof§
sind. Diese gleichen Lingen mg sind meist sehr verschieden von k¢. Nun wird
als neues k; die Lange zwischen ky und mg genommen und wieder nach dem
Winkel gesucht, bei dem alle ausgegebenen Lingen gleich sind. Nun ist der Un-
terschied von my zum (neuen) k; schon kleiner. Erneute Néherung von k, an
die gemeinsamen L#nge m,, fiihrt schliefllich zu einer beliebig genauen Annihe-
rung (Anpassung der Winkel-Schrittlinge Aw!) von dem vorgegebenen k,, und
den ausgegebenen gleichen Lingen m,,. Sind alle Langen m,, einschliefllich &,
gleich lang, haben wir die Kantenlénge des Schrigen Hexaeders und den Dreh-
winkel der kleinen Quadrate auf den Hexaederflichen bestimmt (siehe auch die
Erkldrungen der Iteration auf Seite 61). Die Konstruktion der restlichen Koor-
dinaten des Schrigen Hexaeders kann leicht durchgefiihrt werden.

wri=u/180%pi;

Pa[1]:=-kk*cos (wr) ;Pa[2] :=kk#*sin(wr) ;Pa[3] :=-1;
program SchrHexdr; {Programm zum Berechnen der Eckpunkte des} Pb[1] :=-kksin (wr) ;Pb[2 k*cos (wr) ;Pb[3]
{$n+} {Schraegen Hexaeders durch Intervall- Pc[1]:=kk*cos (ur) ;Pc[2] :=—kk*sin (wr) ;Pc[3,

schachtelung um den Drehwinkel der Pd[1] :=kk#sin (wr) ;Pd[2] :=kk+*cos (wr) ;Pd[3] :=
Hexaeder und um die Kantenlaenge k Pel[1]:=-kk*sin(wr) ;Pe[2 Pe[3]:=-kk*cos (wr)
bezogen auf den in den Einheitswuerfel P£[1]:=kk*cos (wr) ;P£[2]:=1;Pf[3]:=-kk*sin(wr);
[-1;11[-1;11[-1;1] eingeschriebenen Pgl[1]:=1;Pg[2] :=—kk#cos (wr) ;Pg[3] :=-kk#sin(wr);
Schraegen Hexaeders.} Ph[1]:=1;Ph[2] :=kk*sin (wr) ; Ph[3] :=-kk*cos (wr)
Pj[11:=1;Pj[2] :=kk*cos (wr) ;Pj[38] :=kk*sin (wr);
end;
type  genauigkeit=extended;
punkt=array [1..3] of genauigkeit; begin
k:=0.5; {k:=0.8751865720019217645;}
var w :genauigkeit; {Winkel von O bis 45 Grad} w:=20; {w:=28.5324395996136385;}
wr :genauigkeit; {korresp. Winkel in Radien} write Ck ,Winkel s
k :genauigkeit; {Kantenlaenge von 0.5 bis 1.5} writeln(’ PdPh , PdPe ’)
Pa,Pb,Pc,Pd :punkt; {Punkte des oberen 4-Ecks} Drehen;
Pe,Pf :punkt; {obere Punkte des seitl. 4-Ecks} Laengen;
Pg,Ph,Pj :punkt; {obere Punkte des vord. 4-Ecks}  write (k:16:14, ’,W:16:14,’ *)
i,j rinteger; {Zaehler} writeln(db:16:14,’ *,dc:16:14);
da,db,dc,dd :genanigkeit; {Entfernungen zw. Punkten} repeat
de,df,dg,dh :genauigkeit; Wisw+0. 13 {w:=w+0.0000000000000001;}
di,dj :genauigkeit;
Drehen;
procedure Laengen; Laengen;
begin writeln(k:23:21,’ >,w:23:21);  {Ausgabe von k und w.}
da:=sqrt(sqr(Pd[1]1-P£[1])+sqr(Pd[2]-Pf [2])+sqr (PA[3]-P£[31)); writeln(da:23:21); {Ausgabe der restlichen}
db:=sqrt (sqr(Pd[1]-Ph[1])+sqr(Pd[2]-Ph[2])+sqr (Pd[3]-Ph[31)); writeln(db:23:21); {Laengen.}
dc:=sqrt(sqr(Pd[1]1-Pe[1])+sqr(Pd[2]-Pe[2])+sqr(Pd[3]-Pe[31)); writeln(dc:
dd:=sqrt (sqr(Pc[11-Ph[1])+sqr(Pc[2]-Ph[2])+sqr (Pc[3]-Ph[31)); writeln(dd:23:21);
de :=sqrt (sqr(Pf [1]-Ph[1])+sqr (Pf [2]-Ph[2])+sqr (Pf [3]-Ph[31)); write (de:23:21,% x=,Pd[2]:23:21)
df :=sqrt (sqr(Pa[1]-Pe[1])+sqr(Pa[2]-Pe[2])+sqr(Pa[3]-Pe[31)); writeln(’ y=’,Pd[1]:23:21); {Ausgabe auch von x und y.}
dh:=sqrt (sqr(Pc[1]-Pg[1]1)+sqr(Pc[2]-Pg[2])+sqr(Pc[3]1-Pg[31)); writeln(dh:23:21); {(Koordinaten einer Ecke des}
dg:=sqrt(sqr(Pa[1]-Pd[1])+sqr(Pa[2]-Pd[2])+sqr(Pa[3]-Pd[3]1)); writeln(df:23:21); { kleinen Quadrats auf dem }
di:=sqrt(sqr(Pc[1]-Pd[1])+sqr(Pc[2]-Pd[2])+sqr(Pc[3]-Pd[3]1)); writeln(dg:23:21); { Hexaeder)}
dj :=sqrt (sqr(Pe[1]-Pf [1])+sqr(Pe [2]-Pf [2])+sqr (Pe [3]-P£[3]1)); writeln(di:23:21);
writeln(dj:23:21) ;readln;
end; until w>45;
readln;
procedure Drehen; end.
var kk :genauigkeit;
begin

kk:=k#*sqrt(0.5);

Dieses Programm fiithrt mit dem Startwert kg = 0,5 zu einer Folge von
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Intervallen [k,m], Winkel w bei Aw wie folgt:

ki m; w; Aw
0,5 1,074... 33,9 107!
0,787 0,9141... 29,62 1072
0,85055 0,88546... 28,828 1073
0,868005 0,878133... 28,6179 104
0,8730690 0,8760511... 28,55759 1075
0,87456005 0,87530863... 28,53254 1076
0,87493434 0,87528936... 28,5354325 107
0,87511185 0,8752170175... 28,53332617 108
28.53270226 107°

0,87516443375 0,8751955917...

0.8751865720019217645  0.8751865720019217645  28.5324395996136385 107 '°

Da fiir jeden Rechenschritt die Koordinaten aus dem Winkel neu berech-
net werden und keine kritischen Berechnungen wie das Subtrahieren fast gleich
grofler Werte vorkommen, hiangt die Fehleranfilligkeit dieser Ergebnisse nur von
der Genauigkeit der internen Kosinus- und Sinus-Funktionen von Turbo-Pascal
ab. Diese sollten aber schon geniigend stabil sein, sodal wir von den Ergebnis-
sen mindestens die ersten sechzehn Nachkomma-Stellen als korrekt betrachten
konnen (Variablentyp ist extended).

A.3 zum Schrigen Dodekaeder

Dieses Programm ist im Prinzip wie das vorige Programm aufgebaut, nur kann
hier nicht auf der einfach zu bestimmenden Hexaederfliche um die Koordi-
natensystem-Achsen gedreht werden. Hier miissen wir zuerst die drei anein-
ander liegenden Dodekaederflichen bestimmen, dann die Flichenmittelpunkte
und schliefflich, abhéngig von den k,,, die kleinere 5-Ecke (mit der Kantenléinge
k) gedreht um den Winkel w. Dann werden die Lingen der zu den Kanten
des Schrigen Dodekaeders korrespondierenden Kanten verglichen; bei Gleich-
heit (=m,,) wird k,, angenihert und das Programm mit den neuen Daten wie-
der gestartet. Zum Schluf3 ndhern sich die & und m beliebig an. Auch hier
hangt die Fehleranfilligkeit hauptséchlich von den internen Kosinus- und Sinus-
Funktionen ab.

program Dodeki;

{$N+}

type genauigkeit =extended;
vektor =array[1..3] of genauigkeit;

Vektor2d =array[1..2] of genauigkeit;
var grPentl,grPent2,
grPent3 :array [1..5] of vektor;
klPent1,klPent2,
k1Pent3 :array [1..5] of vektor;
Pentagon2d :array [1..5] of Vektor2d;

85



ni,m2,m3 ivektor;

Koord1,Koord2,

Koord3 :array [1..3] of vektor;
w,ur,e,k,f :genauigkeit;

i rinteger;

taste :string;

da,db,dc,dd,de,

df ,dg,dh,di,dj,
dk,d1,dm,dn,dp :genauigkeit;

procedure BerechneKlPent; {Berechnung der kleinen Pentagone}

begin

wr:=u/180%pi;

£:=k/2*sqrt (1+sqr(cos(pi/5))/sqr(sin(pi/5)));
k1Pent1[1,1]:=m1[1]+Koord1[2,1]*f*cos (ur)+Koord1[3,1]#f*sin (wr) ;
k1Pent1[1,2]:=m1[2]+Koord1[2,2] *f*cos (ur) +Koord1[3,2] #f*sin (wr) ;
k1Pent1[1,3]:=m1[3]+Koord1[2,3]*f*cos ({pi/10+}wr)+Koord1[3,3]*f*sin(wr);
k1Pent1[2,1]:=m1[1]+Koord1[2,1]*f*cos (pi/2+wr) +Koord1[3,1]+f+sin(pi/2+wr) ;
k1Pent1[2,2]:=m1[2]+Koord1[2,2] #f*cos (pi/2+wr) +Koord1[3,2] #f+sin(pi/2+wr) ;
k1Pent1[2,3] :=m1[3]+Koord1[2,3] #f+cos (pi/2+ur) +Koord1[3,3] *f+sin(pi/2+ur);

klPent1[3,1] 1[1]+Koord1[2, 1] *f*cos(9*pi/10+wr) +Koord1[3,1]*f*sin (9*pi/10+wr) ;
k1Pent1[3,2] :=m1i[2]+Koord1[2,2] *f*cos (9*pi/10+wr)+Koord1[3,2] *f*sin(9*pi/10+wr) ;
k1Pent1[3,3] 1[3]+Koord1[2,3] #f*cos(9*pi/10+wr) +Koord1[3,3]*f*sin (9*pi/10+wr) ;
k1Pent1[4,1] :=m1[1]+Koord1[2,1]*f*cos(13%pi/10+ur)+Koord1[3,1]*f*sin(13*pi/10+wr);

klPent1[4,2]
k1lPent1[4,3]
k1Pent1[5,1]
k1Pent1[5,2]
k1Pent1[5,3]
klPent2[1,1]:

1[2]+Koord1[2,2] *f*cos(13*pi/10+wr) +Koord1 [3,2] #f*sin(13*pi/10+wr)
=m1[3]+Koord1[2,3]*f*cos (13%pi/10+wr)+Koord1 [3,3]*f*sin(13%pi/10+wr);
1[1]+Koord1[2,1] *f*cos(17*pi/10+ur)+Koord1[3,1] #f*sin(17+pi/10+wr);
m1[2]+Koord1 [2,2] ¥f*cos (17+pi/10+wr)+Koord1[3,2] *f*sin(17%pi/10+wr);
1[3]+Koord1[2,3] *f*cos (17*pi/10+ur)+Koord1[3,3] #f+sin(17+pi/10+wr);
2[1]+Koord2[2, 1] *f*cos (pi/10+wr) +Koord2[3, 1] *f*sin(pi/10+wr);

klPent2[1,2] 2[2]+Koord2[2,2] *f*cos (pi/10+wr) +Koord2[3,2] *f*sin(pi/10+wr) ;
klPent2[1,3] 2[3]+Koord2[2,3]*f*cos (pi/10+wr)+Koord2[3,3] *f*sin(pi/10+wr) ;
klPent2[2,1] 2[1]1+Koord2[2,1]*f*cos (pi/2+wr)+Koord2[3, 1] *f*sin(pi/2+wr);
klPent2[2,2] 2[2]+Koord2[2,2] *f*cos (pi/2+wr) +Koord2[3,2] *f*sin(pi/2+wr);
klPent2[2,3] 2[3]+Koord2[2,3]*f*cos (pi/2+wr) +Koord2[3,3] *f*sin(pi/2+wr);

klPent2[3,1]
k1Pent2[3,2]
k1Pent2[3,3]
klPent2[4,1]
klPent2[4,2]
k1Pent2[4,3]

2[1]+Koord2[2, 1] #f*cos (9*pi/10+wr)+Koord2[3, 1] #f*sin(9%pi/10+wr) ;
=m2 [2]+Koord2[2, 2] *f*cos (9%pi/10+wr)+Koord2[3,2] *f*sin(9*pi/10+ur) ;
2[3]+Koord2[2,3] #f*cos (9%pi/10+ur)+Koord2[3,3] #f*sin (9%pi/10+ur);
=m2[1]+Koord2[2,1]*f*cos (13*pi/10+wr)+Koord2[3,1]*f*sin(13*pi/10+wr);
2[2]+Koord2[2,2] #f*cos (13%pi/10+wr) +Koord2[3,2] #f*sin(13%pi/10+wr) ;
=m2 [3]+Koord2[2,3] *f*cos (13%pi/10+wr)+Koord2[3,3] *f*sin(13%pi/10+wr) ;

klPent2[5,1] 2[1]1+Koord2[2,1]*f*cos (17*pi/10+wr)+Koord2[3,1]*f*sin(17*pi/10+wr);
k1Pent2[5,2] :=m2[2] +Koord2[2,2] *f*cos (17+pi/10+wr)+Koord2[3,2] xf*sin(17*pi/10+wr);
klPent2[5,3] 2[3]+Koord2[2,3]*f*cos (17*pi/10+wr)+Koord2[3,3]*f*sin(17*pi/10+wr);
k1Pent3[1,1] :=m3 [1]+Koord3[2,1]*f*cos (pi/10+wr)+Koord3[3,1]*f*sin(pi/10+wr);
k1Pent3[1,2] 3[2]+Koord3[2,2] *f*cos (pi/10+wr)+Koord3 [3,2] *f*sin(pi/10+wr) ;

k1Pent3[1,3]
k1Pent3[2,1]
k1Pent3[2,2]
k1Pent3[2,3]
k1Pent3[3,1]
k1Pent3[3,2]
k1Pent3[3,3]

3[3]+Koord3[2,3] *f*cos(pi/10+wr)+Koord3[3,3] *f*sin(pi/10+wr);
3[1]+Koord3[2,1]*f*cos (pi/2+wr)+Koord3 [3,1] ¥f*sin(pi/2+wr);
3[2]+Koord3[2,2] *f*cos(pi/2+wr) +Koord3 [3,2] *f*sin(pi/2+wr) ;
3[3]+Koord3[2,3]*f*cos(pi/2+wr)+Koord3[3,3] *f*sin(pi/2+wr);
3[1]+Koord3[2,1]*f*cos (9%pi/10+wr)+Koord3[3,1] *f*sin(9*pi/10+wr);
=m3 [2]+Koord3[2,2] *f*cos (9%pi/10+wr)+Koord3[3,2] #f*sin(9*pi/10+ur) ;
3 [3]+Koord3[2,3] #f*cos(9*pi/10+wr)+Koord3[3,3] #f*sin(9%pi/10+wr);

k1Pent3[4,1] :=m3 [1]+Koord3[2, 1] *f*cos (13%pi/10+wr)+Koord3[3, 1] *f*sin(13%pi/10+wr);
klPent3[4,2] 3[2]+Koord3[2,2]*f*cos (13*pi/10+wr)+Koord3 [3,2] *f*sin(13*pi/10+wr);
k1Pent3[4,3] :=m3 [3] +Koord3[2,3] *f*cos (13%pi/10+wr)+Koord3[3,3] *f*sin(13%pi/10+wr);
k1Pent3[5,1] 3[1]1+Koord3[2,1]*f*cos (17*pi/10+wr)+Koord3 [3,1]*f*sin(17*pi/10+wr);

k1Pent3[5,2] :=m3[2]+Koord3[2,2] #f*cos (17*pi/10+wr)+Koord3[3,2] *f*sin(17*pi/10+wr);
k1Pent3[5,3] :=m3[3]+Koord3[2,3] #f*cos(17*pi/10+wr)+Koord3[3,3] *f*sin(17*pi/10+wr);
end;

procedure Entfernungen; {Bestimmung der Entfernungen}
begin
da:=sqrt(sqr(klPent1[1,1]-klPent1[2,1])+sqr(klPent1[1,2]-k1Pent1[2,2])+sqr(klPent1[1,3]-klPent1[2,31));

,21)+sqr (k1Pent3[1,3]-k1Pent3[2,31));
sqrt (sqr (k1Pent3[1,1]-k1Pent3[5,1])+sqr(k1Pent3[1,2]-k1Pent3[5,2])+sqr(klPent3[1,3]-k1Pent3[5,3]1));
qrt (sqr(k1Pent1[1,1]-k1Pent2[2,1])+sqr(k1Pent1[1,2]-k1Pent2[2,2])+sqr(klPent1[1,3]-k1Pent2[2,31));
qrt (sqr(k1Pent1[2,1]-k1Pent2[1,1])+sqr(k1Pent1[2,2]-k1Pent2[1,2])+sqr(klPent1[2,3]-k1Pent2[1,31));
qrt (sqr(k1Pent1[2,1]-k1Pent3[1,1])+sqr(k1Pent1[2,2]-k1Pent3[1,2])+sqr(klPent1[2,3]-k1Pent3[1,31));
qrt (sqr(k1Pent1[3,1]-k1Pent3[5,1])+sqr(k1Pent1[3,2]-k1Pent3[5,2])+sqr(k1Pent1[3,3]-k1Pent3[5,31));
qrt (sqr (k1Pent2[1,1]-k1Pent3[1,1])+sqr (k1Pent2[1,2]-k1Pent3[1,2])+sqr (k1Pent2[1,3]-k1Pent3[1,31));
qrt (sqr (k1Pent2[5,1]-k1Pent3[2,1]1) +sqr (k1Pent2[5,2]-k1Pent3[2,2]) +sqr (k1Pent2[5,3] -k1Pent3[2,31));
qrt (sqr (k1Pent1[1,1]-k1Pent2[1,1])+sqr (k1Pent1[1,2]-k1Pent2[1,2])+sqr (k1Pent1[1,3]-k1Pent2[1,31));
qrt (sqr (k1Pent1[2,1]-k1Pent3[5,1]1)+sqr (k1Pent1[2,2]-k1Pent3[5,2])+sqr (k1Pent1[2,3]-k1Pent3[5,31));
qrt (sqr (k1Pent2[5,1]-k1Pent3[1,1])+sqr (k1Pent2[5,2]-k1Pent3[1,2])+sqr (k1Pent2[5,3]-k1Pent3[1,31));

{HAUPTPROGRAMNI}

begin
e:=(sqrt(6)-1)/2;

{Koordinaten der grossen Pentagone als Konstanten}

grPent1[1,1]:
grPent1[2,1]
grPent1[3,1]
grPent1[4,1]

grPent1[1,2]:=-e;  grPent1[1,3]:=t+e;
grPent1[2,21:= e;  grPent1[2,3]:=t+e
grPent1[3,2]:= 1;  grPent1[3,3]:= 1
grPent1[4,2]:= 0;  grPent1[4,3]:= e
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grPent1[s,1] grPenti[5,2] grPent1[5,31:= 1;
grPent2[1,1] grPent2[1,2]: grPent2[1,3]:=1+e;
grPent2[2,1] grPent2[2,2] grPent2[2,3]:=1+e;

grPent2[3,2]
grPent2[4,2]
grPent2[5,2]
grPent3[1,2]
grPent3[2,2]

grPent2[5,1]
grPent3[1,1]
grPent3[2,1]

grPent3[3,1] ;  grPent3[3,2] grPent3[3,3]:
grPent3[4,1] 5 grPent3[4,2] grPent3[4,3]
grPent3[5,11:= 1;  grPent3[5,2]:= 1;  grPent3[5,3]:=

{Koordinaten der Flaechemmittelpunkte als Konstanten}

m1[1]:=(3+e)/5;m1[2] :=0;m1[3] :=(4+3%e) /5;
—(3+e) /5;m2[2] :=0;m2[3]
:=0;m3[2] : =(4+3*e) /5;m3[3] :

{Tranformationen fuer die Drehung}

Koord1[1,1]1:=m1[1]/sqrt (sqr (m1[1])+sqr(m1[31));
Koord1[1,2]:=0;
m1[3]/sqrt (sqr (m1[1]1)+sqr (m1[31));

Koordi[1,3]:
Koord1[2,1]:=0;
Koord1[2,2

Koord1[2,3]:
Koord1[3,1
Koord1[3,2]:
Koord1[3,3;
Koord2[1,1]:
Koord2[1,2]:=0
Koord2[1,3]:
Koord2[2,1
Koord2[2,2
Koord2[2,3
Koord2[3,1
Koord2[3,2]:
Koord2[3,3;
Koorda[1,1]:
Koord3[1,2]:=m3[2]/sqrt (sqr (m3[2])+sqr (m3[3]));
Koord3[1,3]:=m3[3]/sqrt (sqr (m3[2])+sqr (m3[3]));
koord3[2,1]:

Koord3[2,2]:=0;

Koord3[2,3

Koord3[3,11:=0
Koord3[3,2]:=-Koord3[1,3];

Koord3[3,3

{2-dimensionales Pentagon}

Pentagon2d[1,1]:=cos(pi/10);  Pentagon2d[1,2]:=sin(pi/10);
Pentagon2d[2,1]:=cos (pi/2); Pentagon2d[2,2] :=sin(pi/2);
Pentagon2d[3,1]:=cos(9+pi/10); Pentagon2d[3,2]:=sin(9#*pi/10);

Pentagon2d[4,1]:=cos (13*pi/10) ;Pentagon2d[4,2]:=sin(13%pi/10);
Pentagon2d[5,1]:=cos (17*pi/10) ;Pentagon2d[5,2]:=sin(17%pi/10);

k:=0.5;w:=0; {Startwerte}
{k:=0.69482096015220008;w:=13.106403376935797;} {Zielergebnisse(vorher nicht bekannt)}
repeat

wr:=u/180%pi;
k/2%sqrt (1+sqr (cos (pi/6))/sqr(sin(pi/8)));

{Drehung der kleinen Pentagone}

k1Pent1[1,1]:=m1[1]+Koord1[2,1]*f*cos (T+pi/10-ur) +Koord1[3,1]*f*sin(7T*pi/10-wr) ;
k1Pent1[1,2]:=m1[2]+Koord1[2,2]*f*cos (7+pi/10-ur) +Koord1[3,2] *f*sin (T*pi/10-wr) ;
k1Pent1[1,3]:=m1[3]+Koord1[2,3]*f*cos (7*pi/10-ur)+Koord1[3,3] *f*sin(7*pi/10-wr) ;
k1Pent1[2,1]:=m1[1]+Koord1[2,1]*f*cos (3+pi/10-ur)+Koord1[3,1] *f*sin(3%pi/10-wr) ;
k1Pent1[2,2]:=m1[2]+Koord1[2,2] *f*cos (3+pi/10-ur)+Koord1[3,2] *f*sin (3*pi/10-wr) ;
k1Pent1[2,3]:=m1[3]+Koord1[2,3]*f*cos (3+pi/10-ur)+Koord1[3,3] *f*sin(3%pi/10-wr) ;
k1Pent1[3,1]:=m1[1]+Koord1[2,1]*f*cos (19%pi/10-ur)+Koord1[3,1]*f*sin (19%pi/10-wr);

k1Pent1[3,2] 1[2]+Koord1[2,2] *#f*cos (19*pi/10-wr) +Koord1[3,2]*f*sin(19*pi/10-wr) ;
k1Pent1[3,3] 1[3]1+Koord1[2,3]*#f*cos (19*pi/10-wr) +Koord1[3,3]*f*sin(19*pi/10-wr) ;
k1Pent1[4,1] 1[1]1+Koord1[2,1]*f*cos (15*pi/10-wr) +Koord1[3,1]*f*sin(15*pi/10-wr) ;
k1Pent1[4,2] 1[2]+Koord1[2,2] *#f*cos (15*pi/10-wr) +Koord1[3,2]*f*sin(15*pi/10-wr) ;
k1Pent1[4,3] 1[3]1+Koord1[2,3]*f*cos (15*pi/10-wr) +Koord1[3,3]*f*sin(15*pi/10-wr) ;

k1Pent1[5,1]
k1Pent1[5,2]
k1Pent1[5,3]
k1Pent2[1,1]
k1Pent2[1,2]
k1Pent2[1,3]

1[1]+Koord1[2,1]*f*cos (11*pi/10-wr)+Koord1[3,1]*f+sin(11*pi/10-ur);
m1[2]+Koord1[2,2] #f*cos (11%pi/10-wr) +Koord1[3,2] #f*sin(11%pi/10-ur);
1[8]+Koord1[2,3] #f+cos (11*pi/10-wr)+Koord1[3,3] *f+sin(11*pi/10-ur);
m2[1]+Koord2[2,1]#f*cos (13*pi/10+ur) +Koord2[3,1]*f*sin(13+pi/10+wr) ;
2[2] +Koord2[2,2] #f*cos (13%pi/10+wr) +Koord2[3,2] #f*sin (13+pi/10+ur) ;
m2[3] +Koord2[2,3] #f*cos (13+pi/10+wr) +Koord2[3,3] #f*sin(13+pi/10+ur) ;

k1Pent2[2,1] 2[1]1+Koord2[2,1]*f*cos (17*pi/10+wr) +Koord2[3,1]*f*sin(17*pi/10+wr) ;
k1Pent2[2,2]:=m2[2]+Koord2[2,2] *f*cos (17*pi/10+ur) +Koord2[3,2]*f*sin (17*pi/10+wr) ;
k1Pent2[2,3] 2[3]+Koord2[2,3] *f*cos (17*pi/10+wr) +Koord2[3,3] *f*sin (17*pi/10+wr) ;
k1Pent2[3,1]:=m2[1]+Koord2[2,1]*f*cos (pi/10+wr) +Koord2[3,1]*f*sin(pi/10+wr) ;
k1Pent2[3,2] 2[2]+Koord2[2,2] *f*cos (pi/10+wr) +Koord2[3,2] *f*sin(pi/10+wr) ;

k1Pent2[3,3]
k1Pent2[4,1]

2[3] +Koord2[2,3] *f*cos (pi/10+ur) +Koord2[3,3] *f*sin(pi/10+ur) ;
2[1]+Koord2[2,1] *f*cos (5*pi/10+ur) +Koord2[3,1]*f*sin (5*pi/10+wr) ;
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k1Pent2[4,2] 2[2]+Koord2[2,2] *f*cos (5*pi/10+wr) +Koord2[3,2]*#f *sin (5%pi/10+wr) ;

k1Pent2[4,3]:=n2[3]+Koord2[2,3] *f*cos (5+pi/10+ur) +Koord2[3,3] *f*sin (5*pi/10+wr) ;
k1Pent2[5,1]:=n2[1]+Koord2[2, 1]1*f*cos (9%pi/10+ur) +Koord2[3, 1] *f*sin (9*pi/10+wr) ;
k1Pent2[5,2] :=m2[2] +Koord2[2,2] *£*cos (9%pi/10+ur) +Koord2[3,2] *f*sin (9%pi/10+wr) ;
k1Pent2[5,3] :=m2[3]+Koord2[2,3] *£*cos (9%pi/10+ur) +Koord2[3,3] *f*sin (9%pi/10+wr) ;

k1Pent3[1,1]
k1Pent3[1,2]
k1Pent3[1,3]
k1Pent3[2,1]
k1Pent3[2,2]
k1Pent3[2,3]

3[1]+Koord3[2,1] *f*cos (5%pi/10+wr) +Koord3[3,1] *f*sin(5%pi/10+wr) ;
3[2] +Koord3[2,2] #f*cos (5%pi/10+wr) +Koord3[3,2] #f+sin (5%pi/10+wr) ;
3[3]+Koord3[2,3] *f*cos (5%pi/10+ur) +Koord3[3,3]*f*sin(S*pi/10+wr);
m3[1]+Koord3[2,1]+f*cos (9+pi/10+ur) +Koord3[3,1]+f+sin (9+pi/10+ur) ;
3[2] +Koord3[2,2] #f*cos (9*pi/10+wr) +Koord3[3,2] #f*sin (9*pi/10+wr) ;
m3 [3]+Koord3[2,3] #f*cos (9%pi/10+ur) +Koord3[3,3] #f*sin(9*pi/10+wr) ;

k1Pent3[3,1]

3[1]1+Koord3[2,1]*f*cos (13*pi/10+wr) +Koord3[3,1]*f+sin (13*pi/10+wr);

k1Pent3[3,2]:=n3[2]+Koord3[2,2] #f*cos (13+pi/10+ur) +Koord3[3,2] #f*sin (13+pi/10+wr) ;
k1Pent3[3,3]:=n3[3]+Koord3[2,3] #f*cos (13+pi/10+ur) +Koord3[3,3] #f*sin (13+pi/10+wr) ;
k1Pent3[4,1]:=m3[1]+Koord3[2,1]*f*cos (17+pi/10+ur) +Koord3[3, 1] *f*sin (17*pi/10+wr) ;
k1Pent3[4,2] :=m3[2]+Koord3[2,2] *f*cos (17+pi/10+ur) +Koord3[3,2] ¥f*sin (17+pi/10+wr) ;
k1Pent3[4,3]:=m3[3]+Koord3[2,3] *f*cos (17+pi/10+ur) +Koord3[3,3] *f*sin (17+pi/10+wr) ;
k1Pent3[5,1]:=m3[1]+Koord3[2, 1]*f*cos (pi/10+wr)+Koord3[3,1]#f+sin(pi/10+ur) ;
k1Pent3[5,2] :=m3[2] +Koord3[2,2] #f*cos (pi/10+wr) +Koord3[3,2] #f+sin(pi/10+ur) ;
k1Pent3[5,3]:=n3[3]+Koord3[2,3] #f*cos (pi/10+wr)+Koord3[3,3]+f+sin(pi/10+ur) ;
writeln (* W: ?,w:23:21);

{wahlweise Ausgabe der Koordinaten}

{ writeln (’1Gr p1 :’,grPent1[1,11:16:14,? *,grPent1[1,2]1:16:14,” *,grPent1[1,3]:16:14);
writeln (’1kl P1 :?,klPent1[1,1]:16:14,’ ’,klPent1[1,2]:16:14,’ ?,klPent1[1,3]:16:14);
writeln (’1Gr p2 :’,grPent1[2,1]:16:14,’ ’,grPent1[2,2]:16:14,’ ?,grPent1[2,3]:16:14);
writeln (’1kl P2  ,klPent1[2,1]:16:14,’ ’,klPent1[2,2]:16:14,’ *,klPent1[2,3]:16:14);
writeln (’1gr p3 :’,grPent1[3,1]:16:14,’ ’,grPent1[3,2]:16:14,’ ?,grPent1[3,3]:16:14);
writeln (’1kl P3  ,klPent1[3,1]:16:14,’ ’,klPent1[3,2]:16:14,’ ?,klPent1[3,3]:16:14);
writeln (’1gr p4 :’,grPent1[4,11:16:14,? *,grPent1[4,2]1:16:14,” *,grPent1[4,3]:16:14);
writeln (1kl1 P4  *,klPent1[4,11:16:14,? *,k1Pent1[4,2]1:16:14,” *,k1Pent1[4,3]:16:14);
writeln (’1gr p5 :?,grPent1[5,11:16:14,? *,grPent1[5,21:16:14,” *,grPent1(5,3]:16:14);
writeln (1kl P5  *,klPent1[5,11:16:14,? *,klPent1[5,2]1:16:14,” *,k1Pent1(5,3]:16:14);
writeln (’2gr pi :’,grPent2[1,11:16:14,? *,grPent2[1,2]1:16:14,” *,grPent2[1,3]:16:14);
writeln (’2k1 P1 :?,klPent2[1,11:16:14,? *,klPent2[1,2]1:16:14,” *,k1Pent2[1,3]:16:14);
writeln (’2gr p2 :’,grPent2[2,1]:16:14,’ ’,grPent2[2,2]:16:14,’ ?,grPent2[2,3]:16:14);
writeln (’2kl P2  ,klPent2[2,1]:16:14,’ ’,klPent2[2,2]:16:14,’ ?,klPent2[2,3]:16:14);
writeln (’2gr p3 :’,grPent2[3,1]:16:14,’ ’,grPent2[3,2]:16:14,’ ?,grPent2[3,3]:16:14);
writeln (’2kl P3  ,klPent2[3,1]:16:14,’ ’,klPent2[3,2]:16:14,’ ?,klPent2[3,3]:16:14);
writeln (’2gr p4 :’,grPent2[4,1]:16:14,’ ’,grPent2[4,2]:16:14,’ ?,grPent2[4,3]:16:14);
writeln (’2kl1 P4 ,klPent2[4,11:16:14,> *,k1Pent2[4,2]1:16:14,” *,k1Pent2[4,3]:16:14);
writeln (’2gr p5 :’,grPent2[5,11:16:14,? *,grPent2[5,2]1:16:14,” *,grPent2(5,3]:16:14);
writeln (’2kl1 P5  *,klPent2[5,11:16:14,? *,klPent2[5,2]1:16:14,” *,k1Pent2(5,3]:16:14);
writeln (’3gr pi :’,grPent3[1,11:16:14,? *,grPent3[1,2]1:16:14,” *,grPent3[1,3]:16:14);
writeln (’3kl P1 :?,klPent3[1,11:16:14,? *,k1Pent3[1,2]1:16:14,” *,k1Pent3[1,3]:16:14);
writeln (’3gr p2 :’,grPent3[2,1]:16:14,’ ’,grPent3[2,2]:16:14,’ ?,grPent3[2,3]:16:14);
writeln (’3kl P2  ,klPent3[2,1]:16:14,’ ’,klPent3[2,2]:16:14,’ ?,klPent3[2,3]:16:14);
writeln (’3gr p3 :’,grPent3[3,1]:16:14,’ ’,grPent3[3,2]:16:14,’ ?,grPent3[3,3]:16:14);
writeln (’3kl P3  ,klPent3([3,1]:16:14,’ ’,klPent3[3,2]:16:14,’ ?,klPent3[3,3]:16:14);
writeln (’3gr p4 :’,grPent3[4,1]:16:14,’ ’,grPent3[4,2]:16:14,’ ?,grPent3[4,3]:16:14);
writeln (’3kl P4 ’,klPent3[4,1]:16:14,’ ’,klPent3[4,2]:16:14,’ *,klPent3[4,3]:16:14);
writeln (’3gr p5 :’,grPent3[5,11:16:14,? *,grPent3[5,2]1:16:14,” *,grPent3[5,3]:16:14);
writeln (’3kl P5  *,klPent3[5,1]:16:14,° *,k1Pent3[5,2]1:16:14," * klPent3[5,3]:16:14);}
Entfernungen;

{Berechnung der Kantenlaengen der zu den Kanten des
Schraegen Dodekaeders korrespondierenden Kanten}

writeln(’ k= ?,k:21:19);

writeln(’da= ’,da:21:19,’ 121:19);
writeln(’db= ’,db:21:19,’ 121:19);
writeln(’dg= ’,dg:21:19,’ :121:19);
writeln(’dj= ?,dj:21:19,? :121:19);
writeln(’dm= ’,dm:21:19,? dn= ?,dn:21:19,° dp= ’,dp:21:19);
readln(taste);

wisut0.1; {+00000000000000001;}

{Schrittlaenge; dahinter Schrittlaenge beim Zielergebnis}

until w=45{taste=’e’};

end.

Auch bei diesem Programm erhélt man eine Intervallschachtelung,.
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0,5 0,8799... 9,98 1072
0,68995 0,69887 13,0326 104
0,69441 0,6951618 13,100183 10-¢
0,6947859 0,6948500346 13,10587275 1078

0,6948179673 0,69482344197 13,1063580804 10710

0,69482096015220008  0,69482096015220008  13,106403376935797 106

Auch hier kénnen wir wohl sechzehn Nachkomma-Stellen als korrekt anneh-
men, da mit dem Variablentyp extended gerechnet wurde und keine kritischen
Berechnungen durchgefiihrt wurden, die Ausléschung von Nachkomma-Stellen
verursachen kénnten.

A.4 zum vierten Programm

Dieses Programm habe ich benutzt, um die errechneten Koordinaten zu iiber-
priifen. Das aufgelistete Programm ist beispielhaft mit den Daten des Dodeka-
eders dargestellt; fiir andere Polyeder muf3 nur die Gesamtzahl von Ecken bei
der Konstante mp und bei dem Array fiir den Zwischenspeicher vp gesetzt wer-
den. Dann kénnen die Koordinaten der Eckpunkte und ein neues Namenskiirzel
eingegeben werden. Ich empfehle jetzt, die Anzahl der Kanten mg auf null zu
setzen, die theoretische Kantenlidnge einzuschreiben und das Programm einmal
mit der Option der Langenberechnung durchlaufen zu lassen. Als Zwischener-
gebnis erhélt man dann ndmlich eine Liste von Kanten der richtigen Lénge mit
der richtigen Numerierung. Diese kann so in den Array g iibernommen wer-
den. Nach der Korrektur der Anzahl von Kanten kann das Programm normal
durchlaufen. Es erscheint der Polyeder auf dem Bildschirm (eventuell Quellver-
zeichnis des Grafiktreibers — initgraph... — indern) und mit wl+, w2+ und
w3+ konnen wir jetzt den Polyeder in die drei verschiedenen Richtungen um
den eingegebenen Betrag weiter drehen.

Ist man mit der Darstellung der Projektion des Polyeders zufrieden, kann
man mit e die Rotationphase beenden. Nun werden die 2-dimensionalen Koordi-
naten der Projektion ausgegeben. Dabei werden diese gleich in der bei EPS-Files
iiblichen Form auf dem Bildschirm dargestellt. Zu letzt werden die Daten als
EPS-File unter dem angegebenen Namen gespeichert.

Die spitere Darstellung der gespeicherten EPS-Files hat meist keine Pro-
bleme gemacht, obwohl ich diesen Quellkode durch Ausprobieren nur halbwegs
geknackt habe. Allerdings sind die Abbildung in dieser Arbeit nicht mit diesen
EPS-Files versehen, sondern aus den vorher auf dem Bildschirm ausgegebe-
nen Daten entstanden (eine nachtrigliche Bearbeitung der EPS-Files mit einem
Konstruktionsprogramm war leider nicht méglich).
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progran Polyedert;

uses dos,graph;

type

vektor = array [0..2] of real;
geraden = array [0..1] of byte;

{beispielhaft wird der Dodekaeder betrachtet}

const mp:integer = 19;

P

{Anzahl der Punkte eines Polyeders}

mg:integer = 29;
{Anzahl der Kanten eines Polyeders}

name:string = ’p12’;
{Name zum Abspeichern als EPS-File}

{Koordinaten der Ecken:}

:array [0..19] of vektor =
((-1,-1,-1),(-1,-1,1), (-1,1,-1),(-1,1,1),
(1,-1,-1),(1,-1,1),(1,1,-1),(1,1,1),
(0,1.6180339885,0.6180339885) ,
(0,1.6180339885,-0.6180339885) ,
(0,-1.6180339885,0.6180339885) ,
(0,-1.6180339885,-0.6180339885) ,
(1.6180339885,0.6180339885,0) ,
(1.6180339885,-0.6180339885,0) ,
(-1.6180339885,0.6180339885,0) ,
(-1.6180339885,-0.6180339885,0) ,
(0.6180339885,0,1.6180339885) ,
(-0.6180339885,0,1.6180339885) ,
(0.6180339885,0,-1.6180339885) ,
(-0.6180339885,0,-1.6180339885)) ;

{Kante (r,s) zwischen r-ten und s-ten Punkt}

g :array [0..29] of geraden =
((0,11),(0,15),(0,19),(1,10),(1,15),(1,17),
(2,9),(2,14),(2,19),(3,8),(3,14),(3,17),
(4,11),(4,13),(4,18),(5,10),(5,13),(5,16),
(6,9),(6,12),(6,18),(7,8) ,(7,12),(7,16),
(8,9),(10,11),(12,13),(14,15) ,(16,17) ,(18,19)) ;
var vp :array [0..19] of vektor;
{Zwischenspeicher f"ur die Punktel}
gd,gm rinteger;
{Variablen f"ur den Grafiktreiber}
wi,u2,u3 :real;
{Winkel in xy-,xz- u. yz-Ebene}
wil,ww2,a,b :string;
{Strings zur Ausgabe der Zahlen}
ende :boolean;
{Abbruchvariable}
a1,a2,a3 :real;
{Drehwinkel}
i rinteger;
{Laufvariable}
test rinteger;

{Testvariable bei String -> Zahl}
Dateil,Datei2 :text;
{Dateien zur Speicherung als EPS}
year ,month,
day,dayname:word;
{Datumsangaben f"ur EPS-File}
std,min,sec,

hsec tword;
{Zeitangaben f"ur EPS-File}
Zeile :string;

{Variable zum Kopieren des
EPS-Orginalkodes}

procedure LaengenBerech;

var ii,jj

,ij :integer;
ireal;

11,1k

{Kontroll-Prozedur, ob auch alle}
{Kanten wirklich gleich lang sind.}
{Es werden von allen Kanten, auch}
{denen quer durch den Polyeder,}
{die L"angen bestimmt. Von den}
{Kanten, die der vorgegebenen}
{L"ange entsprechen, werden die}
{Nummern der Entpunkte ausgegeben.}

begin

1k:=0.6666;
writeln;

{theoretische Kantenl"ange}
{vorgeben zum Vergleich.}

begin
11:=sqrt(sqr(p[ii,0]-p[jj,0])+sqr(p[ii,11-p[jj,11)
+sqr(plii,2]-pljj,21));

if int(11%10000)/10000=1k then

{Bei Gleichheit mit dem theore-}
{tischen Wert Ausgabe.}
begin
write (’(’,ii:3,7,7,33:3,7),7);iji=ij+1;
if ij=5 then begin writeln; ij:=0; end;
end;
if int(11%10000)/10000=0 then

{Bei Kantenl"ange null sind die}
{Laufvariablen ii u. jj gleich.}
begin
writeln;
writeln (ii:3,’ und °,jj:3,” sind gleich.’);
readln;
end;
end;
writeln;
end;

procedure Zeichneni;

var i rinteger;
x1,x2,y1,y2 :integer;
nr :string;
{Prozedur zum Zeichnen der gedrehten}
{Polyeder.}
begin

{wahlweise Numerierung der Ecken.}

{ for to mp do
begin
x1:=trunc(320+vp [i,0]1+80);

runc(240-vp [i,1]#80);
{80=Ma"sstab f"urs Zeichnen}
str(i:2,nr);
putpixel(x1,y1,14);
setcolor(14);
outtextxy(x1+2,y1+2,nr);
end; }

yi:

{Berechnen der Bildschirmkoordi-}
{naten von Anfangs- u. Endpunkt.}
{(Parallelprojektion der 3-d. Koor-}
{ dinaten entlang der 3.Achse auf}
{ die Ebene der 1. und 2. Achse.)}

for i:=0 to mg do begin
trunc(320+vp [g[i,0],0]1%80);
:=trunc(320+vp [g[i,1],0]1%80);
trunc(240-vp [g[i,0],1]1%80);
y2:=trunc(240-vp [gl[i,1],1]1%80);
setcolor (15);
line (x1,y1,x2,y2);

{Linie zeichnen. Farbe wei"s(=15)}

end;
end;

procedure Rechneni; {xi-Achse}
var irinteger;
xx,yy,2zz:real;

{Rechen-Prozedur 1: Drehung der}
{zwischengespeicherten Polyeder-}
{Daten um die 1. Achse um den }
{Winkel ai.}

begin
for i:=0 to mp do begin
xx:= p[i,0];
¥ pli,11;
zz:= p[i,2];
vpli,0] :=xx;
vpli,1]:=yy* cos(al) +zz*sin(al);
vpli,2] :=-yy*sin(a1l) +zz*cos(al);
end;
end;

procedure Rechnen2; {x2-Achse}
irinteger;
xx,yy,2zz:real;

var

90



{Rechen-Prozedur 2: Drehung der}
{zwischengespeicherten Polyeder-}
{Daten um die 2. Achse um den }
{Winkel a2.}

begin
for i:=0 to mp do begin

vpli,ol;

vpli,11;

vpli,2];

=zz* cos(a2) +xx*sin(a2);
zz*sin(a2) +xx*cos(a2);
Y3

procedure Rechnen3; {x3-Achse}
var irinteger;
xx,yy,2zz:real;

{Rechen-Prozedur 3: Drehung der}
{zwischengespeicherten Polyeder-}
{Daten um die 3. Achse um den }
{Winkel a3.}

0 to mp do begin
vpli,o0l;
vpli,1];

vpli,2];
vpli,0]:=xx+ cos(a3) +yy*sin(ad);
vpli,1]:=—xx#*sin(a3) +yy*cos(ad);
vpli,2l:=zz;
end;
end;

{HAUPTPROGRAMBM

begin {wahlweise L"angenberechnung}
{LaengenBerech;}

gd:=detect;

initgraph (gd,gm, ’c:\tp7.0\bgi’);
cleardevice;

{Grafikbidschirm initialisieren und 1"oschen}

{Startwinkel. wx in Grad, ax in rad.}

Rechneni ;Rechnen2;

Rechnen3; {Anfangsdrehung}
Zeichneni;
ende:=false;
repeat
str(u1:7:4,uw1) juwl:='ui=’+uwi+’ Grad w2=’;

str(w2:7:4,wn2) juwl:=uni+uw2+>Grad wd=’;
str(u3:7:4,wn2) juwl:=uul+ww2+’Grad’;
outtextxy(15,15,ww1);

{Ausgabe der Winkel}

readln (a);
{Tastaturabfrage}
if copy(a,1,2)="wi’ then

{Wenn Eingabe mit "wi" anf"angt,}
{dann wi um den folgenden Be-}
{trag erh"ohen.}

begin
val(copy(a,4,length(a)=3) ,wl,test);
ali=ai+w1/180+pi;wli=a1*180/pi

end;

if copy(a,1,2)=’u2’ then

{...gleiches f"ur Eingabe von "w2"...}

begin
val(copy(a,4,length(a)-3),w2,test);
a2:=a2+w2/180+pi;w2:=a2%180/pi

end;

if copy(a,1,2)=’w3’ then

{...und "w3".}

begin
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val(copy(a,4,length(a)-3) w3, test) ;
a3:=a3+w3/180+pi;w3:=a3+180/pi
end;
cleardevice;
Rechnen1;Rechnen2;Rechnen3;
Zeichnen1;

{Bildschirm 1"oschen, neu berechnen,}
{und neu zeichnen.}

ende:=false;
if (a=’e’) or (w1>360) or
(w2>360) or (w3>360) then ende

Tue;

{Abbruch, wenn Eingabe "e" oder Winkel zu gro"s.}

until ende;
closegraph;

{Grafikbildschirm aus.}

»,i:2,7 ?,vp[i,0]%2000+5000:5:0);
writeln (* *,vpli,1]1#2000+5000:5:0);

if ((i+1)/48=int((i+1)/48)) then readln;
end;

{Ausgabe aller Punkte der letzten}
{Zeichnung. Normiert auf 2000,}
{verschoben um 5000.}

{("ubliche Werte f"ur EPS-Files)}

writeln;writeln (’Linien’);

writeln;
for i:=0 to mg do
begin
write (> ?,i:3,” (’,5000+vp [g[i,0],0]1%2000:5:0,7 *)

write (5000-vp [g[i,0],1]%2000:5:0);

write (?)-(*,5000+vp [g[i,1],0]1%2000:5:0,’ *);
writeln (5000-vp [g[i,1],11%2000:5:0,7)%);

if ((i+1)/48=int((i+1)/48)) then readln;
end;

{Ausgabe aller Anfangs- u. Endpunkte}
{aller Linien der letzten Zeichnung.}
{Gleiche Normierung.}

{Jetzt wir die letzte Zeichnung als EPS-File}
{gespeichert.Vorher wurde ein kleines EPS-}
{File mit Editor ge"offnet, die Kopfzeilen am}
{Anfang und die Befehlszeilen am Ende}
{gel"oscht.Der Rest ist unter "egsquell.eps"}
{gespeichert.}

assign (Dateil,’c:\proben\polyeder\’+name+’.eps’);
rewrite(Dateil) ;
assign(Datei2,’c:\proben\epsquell.txt’);

reset (Datei2);
writeln(Dateil,’%!PS-Adobe-3.0 EPSF-3.0");
writeln(Dateit, ?,name,’.eps’);
writeln(Dateit, Marco Moeller’)
write(Dateil,’%/CreationDate: *);

{neue Kopfzeilen werden geschrieben...}

getdate(year,month,day,dayname) ;
case dayname of

0 : write(Dateil,’Sun ?);

1 : write(Dateit,’Mon ’);

2 : write(Dateil,’Tue ’);

3 : write(Dateil,’Wed ’);

4 : write(Dateit,’Thu ’);

5 : write(Dateil,’Fri ’);

6 : write(Dateil,’Sat ’);

case month of

1 : write(Dateil,’Jan ’);
: write(Dateil,’Feb ’);

3 : write(Dateil,’Mar ’);
4 : write(Dateil,’Apr ’);
5 : write(Dateil,’May ’);
6 : write(Dateil,’Jun ?);
7 : write(Dateil,’Jul ?);
8 : write(Dateil,’Aug ’);
9 : write(Dateil,’Sep ’);
10 : write(Dateil,’Oct ’);
11 : write(Dateil,’Nov ’);
12 : write(Dateil,’Dec ’);

end;

write(Dateil,day:2,’ ’);



gettime(std,min,sec,hsec);
writeln(Dateil,std:2,’:’,min:2,’:’,sec,’ ’,year:4);
writeln(Dateil,’%%BoundingBox: 28 0 255 227°);
writeln(Dateil,’%)LanguageLevel: 1°);
writeln(Dateit,’ ages: 1°);
write (Dateit,’%%DocumentProcessColors:’)
writeln (Dateil,” Black®);
writeln(Dateit,’ ndComments’) ;
writeln(Dateil,’%%BeginProlog’);
write (Dateil,’%%BeginResource: *);
writeln(Dateil,’procset RangerDict 1 1°);
while not eof (Datei2) do
begin
readln(Datei2,Zeile) juriteln(Dateil,Zeile);
end;

{Kopieren des Quellkodes (vermutlich}
{Initialisierung der von EPS ben"otigten }
{Treiber etc.)}

close(Datei2) ;
writeln(Dateil,’%EndProlog’);
writeln(Dateil,’%’BeginSetup’);

write (Dateil,’RangerImage begin RangerDict begin user’);
writeln (Dateil,’dict begin 0 255 tr 0.036 -0.036 sc sctm’);

writeln(Dateit,’
writeln(Dateit,’¥/Page:
writeln(Dateil,’%/BeginPageSetup’);

writeln(Dateil,’%%EndPageSetup’);

{Info-Kopf komplett.}
0 to mg do

write (Dateil,5000+vp [g[i,0],01%2000:5:0,% );
write (Dateil,2500+vp [g[i,0],1]%2000:5:0);

write (Dateit,’ m °,(vplgli,1],0]-vplgli,0],0]1)%2000:5:0,% ?)
write (Dateit,(vplgli,1],11-vplgli,0],11)#2000:5:0,% r *);

if i=0 then write(Dateil,’false op ’);
writeln(Dateil,?0.000 0.000 0.000 0.870 k s’);

end;

writeln(Dateil,’%%PageTrailer’); writeln(Dateit,’%%Trailer’)
writeln(Dateil,’end end end’); writeln(Dateil,’%%4EOF’);

{Schreiben der EPS-Zeichnungsbe-}
{fehle f"ur die Linien.}

close(Dateit);

{schliessen der EPS-Datei.}

readln;
end.
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B Berechnungen

»,Nach Riemanns Vorbild mufi man Beweise durch Ideen bezwingen

und nicht durch lange Rechnungen.“

David Hilbert

Hier wird ein Beispiel iiber die Berechnungen der Koordinaten durch Aufbau-
en auf schon berechneter Punkte gezeigt mit dem Ziel, die hohere Fehleranfillig-
keit zu zeigen. Als Beispiel soll ein Teil des Romben-Ikosi-Dodekaeders (siehe

auch Seite 54) berechnet werden.

Berechnet wird einmal um den Polyeder ,herum“; an-
gefangen bei einem 5-Eck berechne ich ein angrenzendes
4-Eck und das gegeniiberliegende 5-Eck. Jetzt gehe ich von
der Ecke des neuen 5-Ecks gegeniiber des 4-Ecks aus und be-
rechne das 4-Eck links davon; dann das am neuen 4-Eck ge-
geniiber liegende 5-Eck, an dessen gegeniiber liegender Ecke
das rechte 4-Eck usw. Immer abwechselnd links und rechts
gehend umrunde ich auf diese Weise den ganzen Romben-
Ikosi-Dodekaeder auf einer Art ,Giirtel“. Auf der Abwick-
lung auf Seite 79 geht der beschriebene Weg vom obersten
5-Eck immer nach unten bis zum untersten 4-Eck, das an
der untersten Kante wieder an das obere 5-Eck stofit.

Zur besseren Orientierung ist der betreffende Weg ne-
benbei noch einmal dargestellt. Als Variablen fiir die Ecken
sei die obere Kante a, die nichste auf dem Weg b usw. bis [,
der vorletzten Kante. Die unterste Kante bezeichne ich als
@ mit dem Hintergedanken, zum Schluff den Abstand der
Ecken von a und @, die ja theoretisch gleich sein sollten,
zu bestimmen. Die Ecken des Weges benenne ich nach den
Kanten, wobei die linken Ecken den Index 1 und die rechten
den Index 2 bekommen. Bei den 5-Ecken sind die fiinften
Ecken entweder mit Index 0 oder mit Index 3 beschrieben
abhingig, ob sie weiter links oder rechts liegen.

Fiir die Berechnung sei die Kantenlénge s=1. Uns ste-
hen mehrere prinzipiell unterschiedliche Rechenmethoden
zur Verfiigung. So kénnen wir z.B., ausgehend von einer
Kante, Gleichungssysteme fiir die restlichen Ecken des 5-
Ecks aufstellen und 16sen. Dann wissen wir, da angren-
zende 4-Ecke — bzw. die zwei Ecken der 4-Ecke, die nicht
auch zum 5-Eck gehoren, sich auf Kreisen mit Radius 1
und Kreisebene senkrecht zur gemeinsamen Kante von 4-
Eck und 5-Eck befinden.

do

ho

lo

az
ai

Betrachten wir die Gleichungssysteme zweier Kreise nebeneinander liegen-
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der 4-Ecke (mit 3-Eck dazwischen); dann finden wir Abhingigkeiten zwischen
ihnen, da mit der dritten 3-Eckskante die Entfernung (=1) der beiden Ecken
auf den Kreisen festgelegt wird. Ausgehend von diesen (noch nicht vollsténdig
bestimmten) Ecken kénnen wir weitere Gleichungen der anderen Ecken auf-
stellen. Letztendlich erhalten wir ein kompliziertes aber eindeutig bestimmtes
System von Gleichungen, die allerdings — da sie von Kreisgleichungen stammen
— nicht linear, sondern mindestens quadratisch sind. Als Losung wiirden wir die
Koordinaten aller Ecken erhalten.

Hier werden wir eine andere Rechenmethode anwenden und mit Hilfe tri-
gonometrischer Funktionen und einfacher Vektorrechnung angrenzende Ecken
direkt ausrechnen.

Der Innenwinkel eines 5-Ecks betrégt 108°. Seien die ersten beiden Ecken
a1=(0;0;0) und a>=(1;0;0) und das 5-Eck in der zy-Ebene in der in y-Richtung
positiven Halbebene. Dann sind zwei weitere Ecken
b1 =(cos108°;sin108°;0)=(-0,3090169944; 0,9510565163; 0) und
b3=(1-cos108°;5in108°;0)=(1,3090169944; 0,9510565163; 0);
die letzte Ecke bo=(cos108°-cos144°;5in108°+sin144°;0)=(0,5; 1,538841769; 0).

Da an den Ecken des Romben-Ikosi-Dodekaeders je vier Flichen grenzen,
ist deren rdumliche Anordnung, sprich die Winkel zwischen den Fléichen, nicht
eindeutig bestimmt. Aber wir wissen, daf} dieser Archimedischen Polyeders u.a.
aus 5-Kupolas zusammengesetzt ist. Und bei diesen Kupolas stoflen an den
,oberen“ Ecken zwar auch vier Flichen zusammen, an der ,unteren®“ aber nur
drei (3,4,10). Da weiterhin Deckel und Boden (also 5- und 10-Eck) parallel
sind und wir iiber den Seitenkosinussatz (Fuinote auf Seite 55) den dihedralen
Winkel a zwischen 4-Eck und 10-Eck ausrechnen koénnen, ist der Winkel g
zwischen 4-Eck und 5-Eck genau der Ergénzungswinkel.

Also 180°-31,717474411°=148,282525589°=( (siehe fiir a Seite 84).

Daraus folgen die Koordinaten von ¢; und cs:
¢1=(c0s108°+c0s54° - cos (3;8in108°-sin126° - cos f3; -sinf)=
(-0,8090169939; 1,639247476; 0,5257311134)
co=(0,5+c0854° - cos [(;sin108°+sin144° -sin54° - sin54° - cos J3; -sinf)=
(4,79-10710; 2,227032728; 0,5257311134)

Jetzt brauchen wir die Entfernung von a; nach dy. Mit der Richtung von by
nach ¢; konnen wir dann dg berechnen. Wir rechnen also den Winkel zwischen
bic; und bya; aus und projizieren bia; auf die Gerade durch byc;. Der doppelte
Abstand von der Mitte von byc; zum Projektionspunkt von a; auf die Gerade
ist die gesuchte Entfernung |a1dg|

Mlt 7= b1a1 =a;-b1=(0,3090169944; -0,9510565163; 0) und
y= b101 =c —f)l—( 0.4999999995; 0,6881909597; 0,5257311134) folgt
cos Z(Z,§)= |z“‘ \yy| =-0,8090169937 =
|ax do|=-2cos Z(Z, 7)+1=2,618033989 = y(q).
do=Y(0) * bl—ci +a1=(-1,309016993; 1,801707323; 1,376381924)

d2=y(0) - b1c1 +b1=(0; 2,752763839; 1376381924)
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Nun berechnen wir e,, indem wir von b, Richtung des Vektors CQ—d; gehen um
die Linge einer Diagonale des regelmiifligen 10-Ecks (der 5-Kupola!) von einer
Ecke zur iiber-iibernéchsten (von bs nach es. Die Linge dieser Diagonale ist
\/(cos 36° + cos 72° + cos 108°)2 + (sin 36° + sin 72° + sin 108°)2 =2,618033989
=:y(1)- Dann ist ea=y(1)-(d2-c2)+b2=(0,4999999987; 2,915223687; 2,227032735).

e berechnen wir analog von b entlang cQ—>d2 um die Liange der grofiten 10-
Eck-Diagonale. Diese Diagonale ist

((cos 0° + cos 36° + cos 72° + cos 108° + cos 144°)% +

1/2
+ (sin 0° + sin 36° + sin 72° + sin 108° + sin 144")2) = 3,236067977=:y(3).

Dann folgt e;=ys-(d2-c2)+b1=(-0.309016996;2,652358129;2,752763848) und
auch dy=e;+e2dy =(-0,8090169947; 2,489898281; 1,902113037).

Jetzt berechnen wir fi, fo und fs. Dazu brauchen wir die Léngen von |dg f1]
und |¢p f2| und die Richtung dses.
|d0f1|:|a1d0|:y(0) und |clf2|:|a2d1|:3,618033989:y(3)
F1=y(0)- (€2-da)+do=(-0,0000000019; 2,227032727; 3,60341466)
fo= y(g) (e9-ds)+c1=(0,9999999959; 2,227032728; 3,60341466)
Fs=y(0)-(e2-da)+¢2=(1,309016992; 2,652358132; 2,752763849).

Die folgenden Berechnungen folgen analog:
91=y(1)-(f1-e1)+d1=(-9,68-1071%; 1,376381922; 4,129145776)
92=Y(2)-(f1-€1)+d2=(0,999999999; 1,376381926; 4,129145776)
hi=y(s)"(g2- f2)+e2=(0,500000099; -0,1624598238; 4,129145782)
ha=y(0)(g2-f2)+ f3=(1,309017; 0,4253254222; 4 129145780)
ho=y(0)"(g2- f2)+e1=(-0,3090169879; 0,4253254192; 4,129145779)
i2=y(1)"(h2-g2)+ f2=(1,809017008; -0,2628655244; 3,60341467)
i1=Y(2)"(h2-g2)+ f1=(1,000000019; -0,8506507693; 3,603414673)
jl—y(o) (i1-hy +h0 (0,9999997972; -1,376381867; 2,752763867)
J2=y(3)-(i1-h1)+ 1,809016704; -1,11351631; 2,227032755)
h

N N e e —

(
Js=y0)-(i1-h1 +92 (2,300016785; -0,4253253602; 2,752763864)
kr=y(1)-(j1-i1)+h1 =(0,4999995183; -1,538841707; 1,902113059)
ky=y ( ) (j1-i1)+ha=(1,309016282; -1,275976148; 1,376381947)
li=y(3)-(k1-j1) +ia=(-0,0000009955; -0,8506507474; 0,5257311339)
la=y(0)-(k1-j1)+33=(0,9999990603; -0,8506507432; 0,5257311359)
lo=y(0)-(k1-j1)+i1=(-0,3090177057; -1,275976152; 1,376381945)

+;1=(-0,0000009382; 0,0000000552; 0,0000000176)

a1=yY(2)- (la-Fo (-
+32=(0,9999991144; 0,0000000561; 0,0000000187)

Y
=y (1) (l2-k2

vvvvv\/\/vvv

|a1@1|=0,0000009399~10~¢  |as@3|=0,00000088752:10~6.

Das Ergebnis ist mit einem Fehler von etwa 10~% behaftet. Wenn wir daran
denken, daff wihrend aller Rechnungen auf zehn Stellen gerechnet wurde, ist das
ein Verlust von fast vier Stellen. Dagegen sind die Berechnungen des Romben-
Ikosi-Dodekaeders ab Seite 54 wesentlich genauer und kiirzer.
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C elektronische Hilfsmittel

»Man kann sagen, daf§ wir im Zeitalter der Mathematik leben, daf}
unsere Kultur ,mathematisiert’ worden ist. Nichts beweist das deut-
licher als der allgegenwirtige Computer.“

Arthur Jaffe

Dieses Manuskript wurde mit dem Editor WinShell (Version 1.3 von Ingo
de Boer) auf einem AT /AT kompatiblen Personal-Computer unter WindowsNT
geschrieben und mit dem Programm ITEX druckfertig kompiliert.

Samtliche Bilder sind mit dem Programm Micrografr Designer 7.1 von In-
tern. CorrectSpell, 1994, erstellt worden, wobei die 2-dimensionalen Koordi-
naten zum gréften Teil von dem vierten vorgestellten Programm (Seite 89)
errechnet wurden.

Die Programme selber entstanden auf demselben Rechnertyp unter Turbo-
Pascal 7.0 von Borland Intern., 1992.

Die Fotos der Modelle auf Seite70 wurden mit einer Digitalkamera der Firma
OLYMPUS CAMEDIA C-840L aufgenommen, die Abbildungen der Mineralien
etc. auf Seite 71mit einem Scanner der Marke Acer, PRISA 620P eingescannt
und alle mit dem Zeichenprogramm iPhoto Plus, Version 1.2 von Ulead Sys.
Inc., 1996, bearbeitet.

Und die Berechnungen (u.a. zum Romben-Ikosi-Dodekaeder ab Seite 93)
habe ich mit einem CASIO fr-4/200P im DEG-Modus mit zehn Nachkomma-
Stellen durchgefiihrt.
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Abkiirzungen

»ABS UKW BGB EWG CNN AKW MTV NRW KMH BMW FKK
WWW EBS DVD BKA ARD BSE TNT BRD DGB SMS USA BWL
PVC LED SOS IBM ICE PLO VHS IKK USW.«

(frei nach) Die Fantastischen Vier

mathematisch ODER

mathematisch UND

es existiert

in; Element von

links; linkes Isomer

rechts; rechtes Isomer

regulir; regulires, regelméfBigeres Isomer
irreguldr; unregelmifigeres Isomer

5-Antiprisma

3-Kupola (C=englisch cupola)
4-Kupola

5-Kupola

Kubo-Oktaeder (C=englisch cubo)
Grofler Romben-Kubo-Oktaeder
Grofler Ikosi-Dodekaeder
Tkosi-Dodekaeder

Tetraeder

Hexaeder

Oktaeder

Dodekaeder

Tkosaeder

8-Prisma

4-Pyramide

5-Pyramide

5-Rotunda

Romben-Kubo-Oktaeder
Romben-Ikosi-Dodekaeder

RI;2 ohne drei C5.= nicht mehr teilbar.
Schriger Hexaeder (S=englisch snub)
Schriager Dodekaeder

Stumpfer Tetraeder (T=englisch trunced)
Stumpfer Hexaeder

Stumpfer Oktaeder

Stumpfer Dodekaeder

Stumpfer Tkosaeder
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bzw.
etc.
d.h.
lat.

oBdA.

u.a.
usw.
Sym.
z.B.

(Anzahl der) Ecken
(Anzahl der) Flichen
(Anzahl der) Kanten
beziehungsweise

et cetera, und andere
das heifit

lateinisch

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
unter anderem

und so weiter
Symmetrie

zum Beispiel
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n-Antiprisma, 35

n-Prisma, 36

3-Bipyramide, 11, 23

3-Kupola, 31, 32, 47, 52

3-Prisma, 34

4-Antiprisma, 33

4-Kupola, 31, 32, 52

4-Pyramide, 19
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5-Kupola, 31, 32, 54, 55, 83, 94

5-Pyramide, 20

5-Rotunda, 31, 32, 48

6-Antiprisma, 35

8-Prisma, 52

Abschneiden, 39-43, 45-47, 49-51,
53, 54, 57

Abwicklung, 72

allgemeiner Sprachgebrauch, 12

alternieren, 27-29

Antiprismen, 12, 32, 33

Archimedes, 7, 25
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chimedische Korper
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Atom, 15

Auflenseiter, 69

Bauanleitung, 72
beschnittene Stumpfe Polyeder, 49
Bewegung, 12-14, 26, 30
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Biluna-Birotunda, 14
Biologie, 12

Chaos, 81
Coxeter, H.S.M., 10

Diirer, Albrecht, 7

Deltaeder, 10, 11, 23

Diagonale, 17

dihedraler Winkel, 50, 54, 81, 84, 94

Dodekaeder, 16, 21, 22, 24, 43, 44,
48, 49, 54, 55, 57, 63, 65—
68, 89

Dreh-Symmetrie, 12, 13, 17

Drehung, 12, 13, 17

dual, 22, 40, 49

durchdringende Fléchen, 11

Ebene, 12

echt-rdumlich, 9

Eck-Figur, 26

Eck-Konfiguration, 10-13, 16, 23, 24,
26-31, 33, 37, 38, 47, 50,
52

Eck-Konfiguration (Definition), 26

Eck-Symmetrie, 18, 22, 41, 42, 46,
52, 54, 68

Eckdrehung, 13

Eindeutigkeit der Konstruktion, 28

Elemente, 7, 15, 23

Elemente (Definition), 26

Entzerren, 49-51, 53, 54, 57

EPS-File, 81, 89

Euklid, 23

Euklidische Geometrie, 12

Euklidischer Anschauungsraum, 10

Euler, 22

Eulersche Formel, 22

extended, 85, 89

facherformig, 72
Finger, 12
Fléche (Definition), 9



Flichen-Symmetrie, 22, 42, 48
flach, 32

Folklore, 72

Fufiball, 46

Giirtel, 51, 52

Galilei, Galileo, 25

Gemailde, 7

Genauigkeit, 81, 85

Genetischer Kode, 15

Geometer, 15

geschlossener Teilraum, 9

Goldener Schnitt (Definition), 19

Gott, 16

Grofler Romben-Ikosi-Dodekaeder, 38,
57, 60, 68

Grofler Romben-Kubo-Oktaeder, 38,
53, 54, 68

Grofler Romben-Kubo-Oktaeder, 54

Gummi, 49

halbregelméfige Polyeder, 10

Halbregelmafigkeit, 10

Handschuhe, 13, 14
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Honeycombs, 10, 11

Identitit, 14, 61, 63
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50, 67, 68

Tkosi-Dodekaeder, 34, 47-50, 54, 68

Innenwinkel, 9

Isomere, 29, 31, 32, 61, 63
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Jamnitzer, Wenzeln, 7

Kant, Immanuel, 25
Kanten-Symmetrie, 22, 46-48, 52, 54
Kantendrehung, 13

Kantenlédnge, 9

Katalansche Kérper, 14
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Kelvins Korper, 43

Kepler, Johannes W., 7, 25, 33

Ketten, 67

Klebelaschen, 72

Kleben, 72

Klein, Felix, 15

kongruent, 14

kongruent (Definition), 12

konkav, 10

Konstruktionsprogramm, 89

konvex, 10, 12, 26, 27, 32, 33, 38, 47,
50

konvex (Definition), 9

Koordinatenkreuz, 16

koplanar, 9, 19, 30, 61, 65

Kubo-Oktaeder, 34, 46-51, 54, 68

kugelformig, 32

Kupola, 31, 32, 47, 52

Kurzschreibweise, 19, 20, 47, 48, 57,
67, 68

Lebesque, Henri, 15

Leibniz, Gottfried Wilhelm, 9
Linie (Definition), 9

Lord Kelvin, 43

Millers Korper, 38, 52, 53

Mineralogie, 12

Mit-Sich-Selbst-Am-Néchsten Verwandt,
69

Mitgliederanzahl, 13

Modelle, 8, 14, 30

Oktaeder, 11, 16, 18-20, 22, 24, 42,
47, 49, 63, 68

orientierter Anschauungsraum, 13,
30

Orientierung, 21, 61

Ornamentierung, 7

Papiermodelle, 8, 72
Pappus, 25

parallele Geraden, 10
Pederson, j., 7
Permutation, 21, 39, 40
perspektivisches Zeichnen, 7



philosophische Frage, 13

Platon, 7, 15, 16, 23, 25

Platonische Korper, 7, 8, 12, 13, 15,
17, 22, 23, 26, 32, 33, 39,
40, 49, 52, 63, 67, 69, 72

Platonische Korper (Definition), 16,
23

Platonische Polyeder , siehe Plato-
nische Korper

Platons 3-Ecke, 15

Platons Elemente, 16

Polyeder (Definition), 9

Polygon, 25, 26

Prisma, 12, 32, 33, 52

Prismen, 32

Probe, 61

Programm, 61, 63, 65

Pseudo-Archimedische Koérper, 53

Pyramide, 19

Raum, 10

raumausfiillend, 43

Rechteck, 50

regelmiBige Polyeder (Definition), 10

RegelmifBigkeit, 10

Riemann, 93

Romben-Dodekaeder, 8

Romben-Ikosi-Dodekaeder, 37, 54—
57, 65, 68, 83, 93-95

Romben-Kubo-Oktaeder, 34, 38, 51—
54, 61, 68

Romben-Polyeder, 8, 10, 11

Rotationsmatrix, 64

Rotunda, 31, 32, 48

Schrige Polyeder, 81

Schriger Dodekaeder, 33, 34, 40, 63,
65, 67, 68, 85

Schriger Hexaeder, 33, 40, 60-63,
68, 84

Seiten-3-Eck, 30

Seitenkosinussatz, 54, 58, 81, 94

selbst-dual, 13, 22, 49

Skulpturen, 7

Sphire, 10, 15, 30-32, 38, 4042, 44,
4648, 51, 54, 56, 57, 60,
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62, 67

sphérische 3-Ecke, 54, 58

Spiegel-Symmetrie, 12, 17

Spiegelung, 12, 13, 26, 61, 63

Spitzen-3-Eck, 30, 63, 67

Sport, 46

stellare Polyeder, 8, 11

Stewart, Ian, 9

Streckung, 14

Stumpfe Polyeder, 49

Stumpfer Dodekaeder, 36, 43, 44, 68

Stumpfer Hexaeder, 36, 41, 42, 46,
68

Stumpfer Tkosaeder, 36, 45-47, 68

Stumpfer Oktaeder, 36, 42, 43, 68

Stumpfer Tetraeder, 13, 35, 40, 41,
49, 68, 69

Symmetrie, 8, 12, 13, 17, 19, 21, 22,
30, 31, 39-48, 52, 54, 60,
61, 63, 66—69

Tetraeder, 11, 13, 16-18, 22-24, 40,
49, 69

Thomson, William, 43

Topologie, 15

Translation, 12

Umgebung, 13, 25, 26, 28, 50
Umgebung (Definition), 26
Umlaufrichtung, 26
Unterfamilie, 68

Variablentyp, 85, 89
Verdrehung, 31

Vergil, 72
Verschiebung, 12
Vertex-Figur, 26, 49, 50

Wiirfel , siche Hexaeder

Winkelkosinussatz, 58, 81

Winkelsumme, 23, 24, 26, 27, 29,
33-38, 49



